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在 科学 计算 中 经 常 要 数值 求解 各 类 偏 微分 方程 , 有 根 元 、 有 限 差分 法 和 有 限 体 
积 法 是 最 重要 的 常用 方法 . 本 书 是 作者 在 多 年 科研 实践 和 教学 经 验 的 基础 上 , 为 高 
年 级 大 学 生 和 研究 生 学 习 偏 微分 方程 自 限 差分 方法 而 编写 的 教材 或 教学 参考 书 . 

全 书 共 分 不 章 . 第 一 音量 预备 知识 , 介绍 一 些 重要 基本 概念 和 重要 定理 . 第 二 章 
介绍 差分 近似 导数 的 各 种 方法 , 及 差分 格式 移 Fourier 误差 分 析 . 第 三 章 介 绍 差分 格 
式 的 收 仇 性 . 相 容 性 和 稳定 性 的 分 析 , 重点 介绍 稳定 性 分 析 的 Fourier 级 数 法 和 和 奸 阵 
分 析 法 ， 第 四 章 介 绍 椭圆 型 方程 的 差分 方法 ， 包 描 基 于 蛮 分 原理 的 差分 方法 . 第 五 章 
介绍 差分 方程 的 应 代 求解 , 包括 经 则 选 代 方法 、Krylov 子 空间 的 各 种 迭代 方法 和 多 
重 网 格 法 , 第 六 章 介绍 抛物 型 方程 的 差分 方法 , 包括 算 子 形式 的 热传导 方程 . 第 七 章 
介绍 双 曲 型 方程 的 差分 方法 , 包括 差分 格式 的 耗 散 和 频 散 分 析 、 基于 快速 Fourier 变 
换 的 抛 谱 法 . 最 后 , 第 八 章 对 流体 力学 方程 的 重要 差分 方法 作 了 简要 介绍 . 

为 适应 不 同 专业 , 特别 是 非 计算 数学 或 应 用 数学 专业 的 需要 , 本 书 尽 量 避 免 过 多 
的 数学 理论 , 叙述 由 浅 人 深 , 力求 翔实 , 特别 是 关键 性 的 步骤 , 并 配 以 较 多 的 例题 , 以 
使 读者 能 更 好 地 自学 和 掌握 本 书 强调 处 理 问题 的 一 般 件 方法 , 注重 方法 之 间 的 内 
在 联系 和 物理 解释 ,努力 在 课程 学 习 与 将 来 的 课题 研究 之 间 课 起 一 座 桥 梁 , 使 所 学 
知识 得 以 延伸 , 或 直接 用 于 自己 的 研究 , 或 引 向 有 关 前 党课 题 的 研究 , 或 启发 更 多 更 
大 的 创新 , 如 能 达到 这 些 目标 , 那 正 是 作者 所 期 望 的 . 

本 书 府 容 丰富 , 在 教学 中 可 选 重 点 章节 讲解 , 其 余 留 作 自 学 . 读者 也 可 根据 自身 
专业 需要 , 侧重 阅读 相关 内 容 , 润 读本 书 , 只 要 具备 大 学 数学 分 析 、 数值 线性 代数 的 
基础 就 不 会 有 实质 狂 困 难 . 
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第 一 章 ”基础 知识 


81.1 侦 微 分 方程 基本 概念 


许多 物理 现象 或 过 程 受 多 个 因素 的 影响 而 按 一 定 规律 在 变化 , 描述 这 种 现象 或 
过 程 的 数学 形式 常 导致 篇 微分 方程 . 偏 微分 方程 的 一 般 形式 是 

De Bu Bu Ou 
or Br Gry 
其 中 z,y,… 是 自 变量 , u 是 未 知 两 数 ， 喇 ， 费 ，… 是 4 的 偏 导数 . 一 个 偏 微分 方 
程 中 所 出 现 的 未 知 丙 数 导数 的 最 高 阶 数 ， 称 为 该 方程 的 阶 , 最 高 阶 导数 的 考 次 称 为 
该 方程 的 次 数 . 例如 


F(z, Vy -)=0 


2 如 
本 (FB = 22y 
是 二 阶 一 次 偏 微分 方程 , 而 ， 
4 
(sr) 12 二 人 旋 


是 一 阶 二 次 偏 微分 方程 . 当 遇 到 的 是 相 豆 依赖 的 几 个 偏 微分 方程 时 , 先 把 所 有 方程 
合并 成 一 个 单独 方程 再 确定 , 例如 下 列 方程 中 虽然 每 个 都 含有 一 阶 导 数 , 但 是 二 阶 


的 , 即 
du en ih 


Br By Az 
aw 

Or 

uw 


"By 
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可 以 化 为 
rw rw _ Pw 
azr2 dp ory 
因而 它 是 二 阶 的 . 

如 果 微 分 方程 中 各 项 关于 未 知 函数 及 其 各 阶 导数 都 是 一 次 , 则 称 为 线性 的 ， 在 
线性 微分 方程 中 , 不 带 未 知 阔 数 及 其 导数 的 项 , 称 为 自由 项 , 当 自 由 项 不 恒 为 零 时 ， 
方程 称 为 非 齐 次 的 , 否则 称 为 齐 次 的 . -一 个 微分 方程 , 如 果 不 是 线性 的 , 但 对 未 知 函 
数 的 所 有 最 高 阶 导 数 都 是 线性 的 , 则 称 为 拟 线 性 的 ; 不 是 线性 又 不 是 拟 线 性 的 方程 ， 


称 为 非 线性 的 , 例如 考虑 一 阶 方程 


当 系 数 a,b,c 为 常数 或 z,y 的 图 数 时 , 方程 是 线性 的 ; 若 系数 还 是 未 知 函 数 4 的 函 
数 , 则 是 拟 线性 的 ; 车 还 是 未 知 函 数 的- 人 则 是 非 线 性 的 , 例如 


Ou 


所 
是 二 阶 一 次 线性 非 齐 次 方程 ， ， 
2 2 
BB 
是 一 阶 一 次 拟 线性 非 齐 次 方程 
du hs 
起 + (如) = 


是 一 阶 二 次 非 线 性 齐 次 方程 . 
81.1.1 方程 的 分 类 


考虑 具有 两 个 自 变量 的 二 阶 偏 微分 方程 
Oz Da 入 
545 23 二 + 天 二 6 瑟 十 如 二 9 0 (1.1.1) 
由 上 可 知 , 如 果 ,4,c 是 常数 或 只 是 > 和 5y 的 函数 , 则 是 线性 的 , 如 果 a,b,e 是 x,y,， 
gu 状 , 多 的 函数 , 则 是 拟 线性 的 , 其 他 情况 都 是 非 线 性 的 . 下 面 是 几 个 典型 的 二 阶 线 


性 偏 全 分 方 和 
Bu Hu 


Ba + 可 一 0 Laplace 方程 
du Hu 
Hrs 十 Buz 一 flx, vy) Poisson 方程 


2 
守 一 和 +5。 热传导 方程 


du Fu 1 
于 下 十 Dy? 波动 方程 


61.1 偏 微分 方程 基本 概念 .3 


每 一 个 具有 两 个 自 变量 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 都 可 化 成 三 种 标准 形式 , 即 双 井 
型 抛物 型 或 椭圆 型 . 方程 分 类 的 方法 有 多 种 , 按 系 数 a, bc 的 关系 , 可 分 为 
太一 ac >>0 双 曲 型 方程 
如 一 uc 二 0 抛物 型 方程 
访 一 ac <0 椭圆 型 方程 
因此 ， 流动 方程 是 双 曲 型 的 ， 热传导 方程 或 扩散 方程 是 抛物 型 的 ， Laplace 或 Poisson 
方程 是 椭圆 型 的 
由 于 方程 系数 最 值 不 同 , 方程 的 类 型 也 会 发 生变 化 , 如 


在 单位 圆 内 是 椭圆 型 , 在 单位 圆 外 是 双 曲 型 , 又 如 


Ou ，， nh + 2u_ 0 
“23 Ory 7 5 加 


当 zz > y 时 为 双 曲 型 , 当 z = 2y 时 为 抛物 型 , 当 z < 2y 时 为 椭 阅 型 ， 
§1.1.2 方程 的 特征 线 


下 面 我 们 将 看 到 双 曲 型 偏 微分 方程 具有 两 簇 实 特征 线 , 拖 物 型 篇 微分 方程 具有 
一 篇 实 特 征 线 , 而 椭 加 型 偏 微分 方程 则 无 实 特 征 线 . 
方程 (1.1.1) 的 三 种 标准 形式 可 用 新 变量 上 和 表示 为 


Ute 一 Wm 十 … 二 0 或 w+ 一 0 双 昌 型 方程 (1.1.2) 
ug + =0 抛物 型 方程 (1.1.3) 
use + um t+. —0 椭 国 型 方程 (1.1.4) 


引 人 跑 式 变量 变换 
€ = P(r,y), 9 = Wr,Y) (1.1.5) 

于 是 

Ws = Ue pr 十 下 pr 

Wy = Ut py + Unpy 

tz = Uee ps 十 Denpe ts + nay? + + (1.1.6) 

Uzry = Us Pe By + wenlBr 十 Py Wr) + Un yy + :~ 

Hyy 一 wet 十 duentytpy 十 Unn Wy +t 


将 (1.1.6) 式 代 入 (1.1.1) 式 中 , 得 


Gtirz 十 2puzy 十 clay = Auee 十 2Buen + Cu + {1.1.7} 


其 中 | 
A=at +2bbrpby + ce (1.1.8) 
B= op t+ Hortby + dye) + chyWy (1.1.9) 
C = aw? + botby + ep {1.1.10) 
由 (1.1.8)~(1.4.10) 式 可 得 a,b,e 与 4A, B,C 之 间 有 如 下 关系 
BB? — AC = (0 ~ ac){ bry — Bye)” (1.1,11) 


显然 , 在 这 一 变量 变换 情形 下 , 器 -- ac 的 符号 与 B2 - 4C 的 符号 保持 一 致 , 而 量变 
换 的 Jacopi 行列 式 呈 归 加 加 -四 四 必须 非 零 . 现在 考虑 如 -ac > 0 的 
情形 ， 

当世 -ac > 0 时 , 方程 (1.1.1) 能 变换 成 (1.1.2} 式 中 的 任 一 种 ,我 们 考虑 
un 十 .一 0 的 情况 . 由 (1.1.7) 式 千 , 这 需 使 4,C 为 零 , 即 


a + 2bpsdy + chi =0 (1.1.12) 
ayz + Za + ct = 0 (1.1.13) 
这 两 个 方程 的 解 分 别 为 
$s = A19y (1.1.14) 
Vz = Mpy : (1,1.15) 


其 中 X 利 Xo 分 别 是 方程 (4.1.12) 和 (1.1.13) 的 特征 根 . (1.1.14)~v(1.1.15) 式 询 为 由 
和 儿 的 一 阶 线 性 侯 微 分 方程 , 分 别 有 特 征 线 


dy 
Al 一 由 (1.1.16) 
dy 
Zr 十 A2 三 器 (1.1.17} 


沿 这 两 能 特征 线 ,上 一 plz,y) 和 = Ylz,9) 为 常数 . 将 (1.1.16) 和 (1.1.17) 式 分 别 代 
人 (1.1.14) 和 (1.1.15) 式 中 , 得 

晶 - -2 虹 鳃 - 奖 

ar 和 下凡 
再 代入 {1.1.12) 式 或 (1.1.13}) 式 中 , 得 


a(dy)* — 2bdzrdy + cldy)? =0 (1.1.18) 
这 是 关于 吃 的 二 次 方程 , 所 以 
噶 -tv 一 上 (1.1.19) 


§1.1 情 微 分 方程 基本 概念 -与 ， 


出 于 要 -~- ae >0, 所 以 上 式 表 示 有 则 艇 实 特 徙 线 . 

类 似 地 可 处 理 地 物 卉 或 本 加 型 偏 生 分 方程, 对 抛物 型 方程, 有 一 个 实 根 和 一 入 
特征 线 , 这 相当 于 入 二 32 = ”和 中 = wz 攻 为 常数 ; 对 椭圆 型 方程 , 只 _ ac < 0， 
没有 实数 根 " 

对 n 个 自 变量 (zx1,z2..… ,za) 的 二 阶 偏 微分 方程 , 可 写成 如 下 形式 


os 于 = 人 0 (1.1.20) 


t=| 了 一 | 


其 中 五 可 议 是 名 和 了 一 的 函数 , 系数 aij 可 以 是 自 变量 的 函数 . 与 两 个 自 变 量 的 情 
沈 类 似 ， 该 方程 可 以 根据 矩阵 4 = (aijnxn 的 特 宇 值 分 类 ; 

(1) 若 有 零 特 征 值 ( 即 4 退化 ), 这 时 有 mm 个 特征 曲面 (1 过 m < n), 方程 为 扫 
物 型 . 

(2} 若 所 有 特征 值 不 为 零 且 为 同 号 ( 即 4 为 正定 或 负 定 ), 这 时 不 存在 实 特 征 曲 
面 , 方程 帆 圆 型. 

(3) 车 所 有 特征 值 不 为 零 且 除 一 个 特征 值 以 外 所 有 特征 值 赔 号 { 即 4 不 退化 又 
不 是 正定 或 负 定 ), 这 时 有 个 实 特 征 申 面 , 方程 为 驱 蝎 型 . 

(4) 若 所 有 特征 值 不 为 零 , 且 至 少 有 两 个 特征 值 为 正 、 两 个 特征 值 为 负 , 即 为 起 
双 曲 型 方程 . 

与 方程 (1.1.20) 相应 的 标准 形式 是 


Sth 0<m<n 椭圆 型 方程 
1 二 1 
TT 宅 

+ 0, 0<m<n 锰 物 型 方程 
i 二 ] 
H2 Th 22 
Se . 双 曲 型 方程 


§1.1.3 方程 组 的 分 类 


经 常会 时 到 偏 微 分 方程 组 的 情况 如 流体 力学 控制 方程 . ”个 未 函数 m 个 自 变量 
的 一 阶 偏 微 分 方程 组 可 写成 


ko 
D24 = (1.1.21) 


其 中 针 一 (U1, aa ,Un 为 未 知 图 数 阿 量 ， E= {Ei1, Ea, ; En)T 为 右 端 项 向 量 ， 
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4 = (oh nxw 是 系数 矩阵 . 称 行列 式 


det(> 4) =0 (1.1.22) 
k=] 

为 (1.1.21) 的 特征 方程 , 入 = O13,… ,Am) 是 特征 面 的 法 厢 量 ， 篇 微分 方程 组 
(1.1.21) 依据 特征 方程 (1.1.22) 的 n 个 模 (特征 根 ) 的 分 类 为 

(1) 阁 有 nn 个 不 同 的 特征 根 和 4(k = 1,… ,mn) 且 都 是 实 根 , 则 方程 组 是 双 曲 型 的 . 

(2) 若 至 多 有 n 一 1 个 不 同 的 实 根 且 没有 复数 根 , 则 方程 组 是 抛物 型 的 ， 

(3) 车 没有 实 根 , 则 方程 组 是 椭圆 型 的 . 

有 时 始 有 实 根 义 有 复数 根 , 如 果 有 复数 根 出 现 , 我 们 认为 是 籽 圆 型 方程 . 

三 个 自 变量 的 一 阶 偏 微 分 方程 组 可 写成 


其 特征 方程 为 
[AXz + BA 二 加 As| =0 


两 个 自 变量 的 一 阶 偏 微分 方程 组 


4 一 十 吾 -一 一 百 (1.1.23) 


的 特征 方程 为 
4 上 BA =0 (1.1.24) 


这 时 入 = Xsi + 和 yj 是 特征 线 的 法 线 . 车 令 特征 线 方程 为 s(x, 妇 = 0, 则 特征 线 斜率 
为 型 = 至- 于 ,于 是 (1.1.24) 可 写成 常规 形式 

dy 
dz 


4 -| =0 (1.1.25) 


一 般 地 , 可 设 m - 1 维特 征 曲面 s 的 方程 为 


SET Ta:， Wy 1 Trm) =0 


则 3%; 一 问 是 曲面 s 的 法 向 分 量 . 
考虑 两 个 自 变 量 两 个 未 知 函 数 的 - - 阶 偏 微 分 方程 组 的 情况 , 其 一 般 形式 为 


9 Ou 90 1 Du 4 2 _E 9 
21 By 22 7 15 2 2 


§1.1 偏 微分 方程 基本 概念 .7- 


可 写成 (1.1.23) 的 形式 , 其 中 


由 得.1.25) 知 特征 方程 为 


dy dy 
pp -过 
Q11 本 11 212 -六 12 _ 
dy ed 
Th -六 
Q21 了 21 22 22 


即 


, 2 - 
【allt22 — G12021) (人 一 (allpoa — 21b12 + QA22b11 a12bal) 十 (llpaz — ba1b12) =0 
| (1.1.27) 
方程 (1.1.27) 有 了 两 个 根 , 方程 (1.1.26) 的 分 类 由 这 两 个 根 的 情况 确定 . 记 


A = (allbay 一 aa1pbio + 422b11 一 Global 产 一 4aiiaos — 012021) (0b11b22 一 po2lbia) 


因此 , 若 A < 0, 无 实 根 , 方程 为 棋 圆 翅 , 车 A = 0, 只 有 一 个 实 根 , 方程 为 抛物 型 ， 
若 A > 0, 有 两 个 实 根 , 方程 为 双 曲 型 . 


81,1,4 定 解 条 件 


为 了 光 全 确定 偏 微分 方程 的 解 ， 述 需要 给 出 适当 的 定 解 条 件 , 定 解 条 件 分 初始 
条 件 和 边界 条 件 , 微分 方程 与 定 解 条件 一 起 构成 定 解 问题 . 定 解 问题 可 分 二 类 

(1) 初 值 问题 : 只 有 初始 条 件 而 设 有 边界 条 件 的 定 解 问题 , 也 称 为 Cauchy 问题 . 

(2) 边 值 问题 : 只 有 边界 条 件 而 没有 初始 条 件 的 定 解 问题. 

(3) 混合 问题 : 既 有 初始 条 件 又 有 边界 条 件 的 定 解 问题 , 有 时 也 称 为 初 边 值 问题 . 

一 般 说 来 , 边界 条 件 具 有 下 列 形 式 


Az yu + Bas (ey) = 90) 


其 中 如 为 边界 的 外 法 向导 数 . 有 如 下 几 种 特殊 形式 

(1) Dirichlet (第 -- 类 ) 条 件 : 8 二 0, 即 i 值 给 定 ， 

(2) Neumann (第 二 类 ) 条 件 : a = 0, 即 4 的 外 法 向 导数 给 定 . 

(3) Robbins (第 三 类 ) 条 件 : a 关 0, 5 关 0. 

(4) Cauchy 条 件 : 有 两 个 方程 , 在 一 个 方程 中 , 6 = 0, x 值 给 定 ; 在 男 一 个 方程 
中 , a = 0, % 的 外 法 向 导数 给 定 . 

通常 双 则 型 方程 与 Cauchy 条 件 有 关 , 抛物 型 方程 与 Dirichlet 或 Neumann 条 
件 有 关 , 椭 简 型 方程 与 Dirichlet 或 Neumann 条 件 相 关 . 下 表 是 常见 的 三 类 方程 的 基 
本 性 质 ， 
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过 1.1 常见 三 类 方程 定 解 问题 的 性 质 


初 边 值 条 性 | 开 区 域 


初 边 值 条 件 Tr Fe | 


8§1.2 和 矩阵 的 基本 概念 


在 用 差分 法 数值 求解 偏 微分 方程 的 过 程 中 , 微分 方程 经 常 被 一 个 线性 代数 方程 
组 所 代替 . 下 面 简要 地 介绍 矩阵 的 一 些 重 要 概念 和 性 质 . 
线性 代数 方程 组 


地 
DY az 一 bi, 二 二, 2, 一 {1.2.1} 


可 以 写成 矩阵 形式 
Ar=b (1.2.2) 


其 中 4 是 n 阶 方 阵 , 元 素 为 gyfi,) = 1,2,.… ,n), 是 实数 .向量 w 和 上 均 为 n 维 列 
向 量 . . 

对 矩阵 4, 记 47! 为 4 的 道 , 47 为 4 的 转 置 , |4| 为 4 的 行列 式 , 也 常 记 
为 det(4]. 记 I 为 置换 矩阵 , 即 矩 阵 的 元 数 仅 为 0 和 1, 在 每 行 和 每 列 仅 有 一 个 非 
零 元 素 . 

对 算 阵 4 = (gi;), 车 |41 关 0, 则 称 4 为 非 硝 有 异 和 矩阵 , 若 4 = AT, 则 称 4 为 对 
称 矩 阵 ; 若 4 = 47, 则 称 4 为 正 变 矩阵 ; 若 ai 二 06,7 = 1,2,… ,n), 则 称 4 为 
零 扎 阵 ; 若 a;; = 0(i 关门, 则 称 4 为 对 角 和 矩阵 ; 若 jaiz| 实 人 ja 对 任何 i 都 成 

全 


一: 


立 , 则 称 4 为 对 角 占 优 ; 若 |ai:| > 上 ass| 对 任何 i 都 成 立 ， 则 称 4 为 严格 对 角 


古 优 ;车 &i; 二 0, 当 上 一 j|>> 苇 则 称 4 为 三 对 角 答 和 阵 ; 若 ai = 0(i > 站, 则 称 4 为 
上 三 角 阵 ; 若 &i; = 00 > 让, 则 称 4 为 下 三 角 阵 ; 车 4 = 4E(E 表示 复 共 轿 转 置 ) 
则 称 4 为 Hermite 矩阵 ; 车 A45 = A454 = 了, 则 称 4 为 酉 矩阵 : 若 A48 = AAA 
则 称 4 为 正规 矩阵 . 若 不 存在 置换 变换 ILATI-1, 使 得 4 简化 为 


2 


其 中 忆 和 @ 分 别 是 p 阶 和 g 阶 方 阵 , p+g =n,O 是 pxg 堆 矩 阵 , 则 称 矩 阵 4 不 


§1.2 和 矩阵 的 基本 概念 .9 ， 


B, 
其 中 Bk(k = 1,2,--… ,s) 是 方 阵 , 阶 数 不 必 相 等 , 则 称 4 为 块 对 角 阵 . 
4 的 特征 方程 是 |4 - XT| = 0. 4 的 特征 值 是 特征 方程 的 根 和 (i = 1,2,.… ,n). 
对 每 个 入 , 右 特 征 向 量 x 中 由 公式 
网 下 (人 一 Mm), pi 0 
给 出 , 左 特征 向 量 ye 由 下 式 
yo A=NyO 或 ATyD = Ny yd #0 
给 出 . 一 般 地 , 在 复数 域 , 左 特征 向 量 wy? 由 公式 
2 A= My 
给 出 . 通常 指 的 特征 向 量 即 右 特征 向 呈 . 
两 个 矩阵 4 和 B 称 为 相似 , 若 对 某 非 奇异 矩阵 5, 有 B=5-145. 8-145 是 4 
的 相似 变换 . 相似 矩阵 的 行列 式 相 等 . 车 存在 西 矩 阵 U, 使 得 UFAU = Fr-14U = B， 
则 称 4 本 相似 于 B 


由 正规 矩阵 的 定义 知 , 对 角 阵 、 实 对 称 和 矩阵、 正 交 和 失 阵 、Hermit 矩阵 、 疝 和 矩阵 都 
是 正规 矩阵 . 


例 1 车 zeo6=12 9) 是 4 的 特征 向 量 , y 中 (7 = 1 2 ,人 是 4z 的 特 
征 向 量 , 则 
ze WO 0 Nz A 


其 中 和 (i = 1,2,... ,my 是 4 的 特征 值 . 
证 明 47 的 特征 值 由 下 式 给 出 


IA7 — ATI=0 
因为 4” 的 特征 值 与 4 相同 , 所 以 相应 于 X 的 特征 向 量 yG) 满足 
47g0 = My (1.2.3) 


两 边 转 置 后 得 
90 97 (1.2.4) 
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其 中 zy 是 4 的 左 特 征 向 量 . 
另外 
Am = Mm 


两 边 转 置 后 得 
2 AT = Nm (1.2.5) 


方程 (1.2.5) 右 乘 yt 及 方程 (1.2.3) 左 乘 mw 中” 且 两 式 相 减 , 得 


0 = (一 为)z 人 的 yO) 


车 A 区 A 出 
20)" yD 一 0 
器 
例 2 证 骨 一 个 矩阵 的 特征 值 在 相似 变换 下 不 变 . 
证 骨 者 Axw = XAw,w 关 0. 则 
SAr=AS er {S| #0) 
从 而 
3S-14986-1m — MAS 1g 
因此 
(5-143)5-1z = AS-1m 
式 中 5S-145 即 为 4 的 相似 变换 . 因此 特征 秆 不 变 , 特征 向 量 被 乘 以 3S-1， 
吕 


例 3 者 矩阵 4 的 特征 值 相 异 , 证 明 存 在 一 个 相似 变换 , 该 变换 将 4 化 简 为 对 
角形 式 量 列 沪 4 的 特征 向 量 ， 
证 明 没有 4 的 个 相 异 特征 值 为 和 1,32,-… ,和 4, 所 对 应 的 线性 无 关 特 征 向 量 为 
zf 2 ,wt ，AT 的 特征 值 和 ,i= 1,2,… ,nn， 所 对 应 的 线性 无 关 特 征 向 量 
为 了 二 站 一 2 ,mn. 则 有 
yD) xz 加 一 0 i 


日 使 所 选 的 yi 满足 


YY w=], i=1,2,... ,Nn 
这 些 关系 草 售 第 j 行为 yt 的 矩阵 YT 是 第 i 列 为 mG 的 矩阵 X 的 道 . 因 


AT = zxdiag(Xi) 
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区 YL 是 天 的 道 ,所 以 
XAX= YTAX = diag(s) 


结论 得 证 . 


81.3 矩阵 重要 性 质 与 定理 


首先 介绍 矩阵 的 一 些 重要 性 质 , 然后 介绍 矩阵 的 … 些 重要 定理 . 这 些 结果 在 稳 
定性 分 析 中 经 常会 中 到 . 
4 的 Jordan 子 窜 阵 (Jordan 块 ) 星 一 个 如 下 的 矩阵 形式 


1 
其 中 入 是 4 的 特征 值 . 4 的 Jordan 标准 形 是 由 Jordan 块 构成 的 分 块 对 角 和 矩阵 , 它 
是 唯一 的 抉 排列 方式 . 任何 矩阵 4 可 以 通过 相似 变换 5 被 简化 成 Jordan 标准 形 


了 一 9-145 


其 中 J 的 对 角 元 是 4 的 特征 值 . 

假如 4 有 r 个 相 异 特征 值 , 则 它 的 Jordan 标准 撒 是 对 角形 式 , 且 它 的 对 特 
年 出 量 是 线性 无 关 的 , 它们 形成 -… 个 完备 的 特征 向 量 系 并 张 成 n 维 空间 . 假如 4 没 
有 个 相 异 特征 值 , 可 以 有 或 没有 n 个 无 关 的 特征 向 基 , 车 任 何 两 个 矩阵 4 和 B 
可 交换 , 并 有 对 角 Jordan 形式 , 则 它们 有 … 个 完全 的 联合 特征 向 量 . 

一 个 n 阶 对 称 和 矩阵 有 : {1) 一 个 对 角 Jordan 标准 型 ; (2) n 个 实 特 征 值 ; (3) n 个 
相互 正 交 的 特征 向 量 , 假如 4 和 B 是 对 称 的 , 卫 AB = BA, 则 AB 是 对 称 的 . 

为 讨论 正定 矩阵 , 先 定义 n 维 向 量 空 间 中 两 个 向 量 (可 以 是 复 向 量 ) x = (za， 
za， Pn) 和 二 (及 加, 押 ) 的 内 积 


(z, y) 一 >》 Ti 
?一 1 


其 中 吉 是 js 的 复 共 固 . 异 然 , 对 任意 ” 阶 复 矩 阵 4, 有 (z, 4y) = [Aw,y) 成 立 . 
若 4 是 实 抢 阵 , m 是 复 向 草 , 则 4 是 正定 的 当 


(了 ,41 >0 
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对 所 有 的 zw 关 0 成 立 . 当 4 正定 时 , 则 4 是 对 称 的 . 注意 (z, 4z) 是 实数 ， 
车 4 是 实 答 阵 , z 是 实 向 量 , 则 4 是 正定 的 当 


(£, AT) > 0 


对 所 有 x 关 0 成立 , 这 时 4 不 -: 定 对 称 . 
矩阵 4 是 半 正 定 的 , 若 
(于 ,AZ 守 0 
其 中 等 号 至 少 人 对 一 个 5 关 0 成 立 . 
例 4 设 4 为 实 和 矩阵 , 阁 对 所 有 复 向 其 x, (x, 4Az) > 0, 则 4 是 对 称 的 . 
证 朋 设 z =a++ 沁 ,其 中 和 bb 为 实 向 量 , 考虑 内 积 
(rT, AR) = (0 ++ 刻 , Ala + i5)) 
= (0Aa) +ib, Ag) — ita, Ab) + {6, Ab) 
= [(a, Aa} + (6, 45 — ilta, AD) ~ (Bb, Aa)]| > 0 
这 仅 当 
(a, Ab) ~ (b, Aa) = (a0, AD) ~ (a, ATh) = (0,{A— AT)b)=0 
才 可 能 . 因此 
A= AT 
即 4 对 称 . 
口 
例 5 若 4 是 实 对 称 正定 矩阵 , 则 它 的 所 有 特征 值 都 为 正 . 
证 明 因 4 是 实 对 称 垂 阵 , 所 以 4 有 实 特征 值 , 也 即 有 实 特 征 向 量 . 因此 对 任 
何 特征 向 量 x 关 0, 均 有 
(w, Ax) = {ZAF) 一 Am) 人) 
但 因为 4 是 止 定 的 和 实 的 , 所 以 
( 宇 , Az) > 0 
从 而 
_ lw, Az) 


= 可 到 站 


口 
例 6 设 4 是 实 敌阵, 证明 A7A 有 非 负 特征 值 . 
证 明 设 吾 = A474, 则 易 知 BB 是 对 称 的 . 因此 B 有 实 特征 值 , 对 应 的 特征 向 量 
可 取 成 实 特 征 向 量 . 对 任何 非 零 向 量 x， 
(z,Bzp) = {x, A Am) = (4z,4zr) > 0 


因此 B 是 半 于 定 的 , 根据 上 一 例 , 474 有 非 负 特征 值 . 口 
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81.3.1 三 对 角 答 阵 特征 慎 
定理 1.3.1 苦 和 4 是 一 个 N 阶 三 对 前 延 阵 


其 中 a,b,c 是 实数 , bc > 0, 则 4 的 右 特征 值 为 
[i 己 夏 
A = a bf eos BT s = 1,2,-... J 
对 应 的 右 特征 向 量 是 
zs = (7)s = (PE sin(H ET), hs= ba 


右 特征 向 量 构 成 右 特 征 短 阵 的 列 (s = 1,… ,Ny), 短 阵 元 素 为 


X= Ci 一 (sin 六) #3=1,2,-,N 


N+1 
左 特 征 值 为 
Ys 二 二 2c 2 Cos 8$ C=],2, A 
让 特征 向 量 为 
Ys = (Vy)s 一 Ts sin( HH), js=1,2 NN 


左 特征 向 醒 析 成志 特征 值 矩阵 的 行 (s = 1,.… , N), 矩阵 元 素 为 


2 bs 
NII (7)s sin(d 
证 明 设 X 为 矩阵 4 的 右 特征 值 , x = (zx1, x2,:… ,zw)7 为 相应 的 右 特征 向 量 ， 
则 有 


Y = X= (yj) = 


一 ), 13=1,2,.… ,NN 


A 一 了 
车 定义 zo = zw+l = 二 0, 则 上 式 可 写成 如 下 统一 的 差分 方程 形式 


cf 十 和 一 ao 十 BT 二 0， 了 一 1…， ,下 (1.3.11 
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这 是 一 个 齐 次 常 系数 线性 差分 方程 , 其 通 解 为 
了 一同 十 Co 内 (1.3.2) 
其 中 Ci,cs 为 待定 常数 , p, wz 是 差分 方程 (1.3.1) 的 特征 方程 
bu + {a Aut+e=0 (1.3.3) 
的 两 个 根 . 注意 ji 关 jz, 因为 着 jp = jz, 则 通 解 为 
ti = (C1 +O j=1,,N 


青 由 条 件 ro = xw+1 = 0 知 C1 = Cs = 0, 从 而 x; = 0, 这 导致 特征 向 量 为 零 , 不 
可 能 . 
现 对 {1.3.2) 式 利用 条 件 z = zwj1 = 0, 可 得 


OO=0, Cnr +Coudtl=0 


由 该 两 式 可 解 得 
(Nt =1 
Ha 
所 以 
eR NN (1.3.4) 


H2 
其 中 i= y=1, 由 方程 (1.3.31, 根据 根 与 系数 的 关系 , 有 


A 一 
ph 


rc 
HH2 二 ,Hl 二 z= (1.3.5) 


b 
由 (1.3.4) 式 与 (1.3.5) 式 的 第 一 式 联 立 可 解 得 


Hl 一 (了 )iei， KH2 一 [二 ) 人 ee is 一直 


将 上 两 式 代 人 (1.3.5) 式 中 第 二 式 , 得 右 特 征 值 , 为 


曙 开 


As =a + bm) i (ei 十 er) = ac 十 28(7) cos 


NT Ss=1, NN (1.3.6) 
将 (1.3.6) 式 代 人 (1.3.2) 式 得 相应 于 右 特征 值 X。 的 右 特 征 向 量 x; 的 分 量 
ris = ON + Caps 
= 0 (7) i (et rit) 


2 js=l ,NN (1.3.7) 


ps 
= 2iC1{ =) si 
i 1(F) sin NTT， 下 
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不 记 常 数 因 子 ic , 得 相应 于 特征 值 A 的 右 特 征 向 量 为 


[上 


ws = (27), (sm RE, 了 号 一 区 
由 右 特征 向 量 构成 右 特 征 短 阵 的 列 
X= (87s) = (有 sm BE I= 


左 特征 值 的 情况 完全 类 似 . 设 %。 为 4 的 左 特征 值 , 对 应 的 左 特 征 向 量 为 y = 
(¥1, Ya, ” ,YN), 则 有 
A=7Y 


若 令 yo = yw = 0 则 上 式 可 写成 -个 齐 次 常 系数 线性 差分 方程 
by + (l— yy teyr =0 j=1,,N 


按照 前 面 类 似 的 推导 , 可 解 得 左 特征 值 为 


br 
Ys = 0 2) cos FT 3 一 了 
及 相应 的 左 特征 向 量 的 分 量 为 
和 . 
Ws = HO (Tsin ,hs = ls N 


车 取 常 数 Ci 一 7 并 去 掉 因 子 虚 数 单位 i, 则 得 与 左 特征 值 x, 相应 的 左 特征 向 
量 为 


2 bs ST 


可 以 验证 , 由 该 左 特征 向 量 构成 的 左 特征 年 阵 了 = (ys;) 与 右 特 征 矩 阵 X = (zx;,) 有 
如 下 关系 


一 JS 一 了 
全 


Y= Y-! 


定理 1.3.2 (1) 三 对 角 矩 阵 
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的 特征 值 为 
(25 一 1) 
0 一 1 
As = 人 2 一 2008 DN Tl ， ， 
特征 向 量 为 
加 {25 一 19TK 一 _1 
Uk = 008 Tk oN rT 大 ,5 ) 
(2) 三 对 角 短 隆 
2 一 2 
—1 之 一 ] 
一 2 | 
-1 2 | 
的 特征 情 为 
28 一 上) 元 
和 2 acos 二 , 1 
特征 向 量 为 
加 (25 — 1)xzeg kl 四 
tk = 已 3 4 N 3 Kk,8=1, 
(3) 三 对 角 算 阵 
2 一 之 
一 | 之 一 
一 1 2 —] 
一 2 wx 
的 特征 和 值 为 
{28 一 二) 加 . 
As = 2— 2c08 Ni 3 二 L, J 
特征 向 量 为 
= cos((28— 1)nze)}), 2 Sil kK,8 = 1, 
Ek 一 Tk 下 一 NL 40 4, 


该 证 明 作 为 练习 , 读者 自己 完成 . 
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81.3.2 和 矩阵 特征 值 估 计 及 非 冰 异 性 判定 
定理 4.3.3 【Gergchgorin 圆 盘 定理 ) 算 阵 4 E Cnmxn 的 特征 值 位 于 复 平 面 上 nn 
个 圆 盘 的 并 集中 


nl 
六 一 asas| 所 》， |as;|, 8=1,2,..…. ,nn 
jl js 


证 明 设 和 是 4 的 一 个 特征 值 , w 是 相应 的 特征 向 量 . 令 室 = (ul an 和 
选择 s, 使 得 |ws| 六 lu 人 = ,9). 因为 和 是 特征 值 , wm 是 对 应 的 特征 同 量 , 所 以 


A = A {1.3.8) 
假如 方程 (1.3.8) 的 s 行 除 以 4,, 则 得 
A=aa Tas as tt Aan (1.3.9) 
ta ta ta 


在 (1.3.9) 式 两 边 减 去 es。 并 取 绝 对 值 , 再 利用 三 角 林 等 式 , 得 


Trl Tho Un 
入 二 Qa 一 十 Gs2 一 十 :十 ea 十-… 十 Qan 一 
人 Ua 型 


这 即 是 要 证 明 的 结论 . 
口 
Gerichgorin 加 点 定理 给 出 了 特征 值 所 在 的 范围 , 但 并 不 说 明 每 个 圆 中 都 有 特征 
值 , 例如 算 阵 
1 I | 
5 0 


的 特征 值 为 5 士 iV15, 均 在 疝 盘 Gil = {z : | 一 10| 拟 8} 中 ,而 在 Ga = {2z: |z| 所 外 
中 无 特征 值 . 


定义 1.3.1 设 算 阵 4 E Crmxnm, 特征 值 为 Ai 人 1 去 语 世 RR), 则 
P(A) = max |A| 
称 为 拭 阵 4 的 谱 半 径 . 


- 般 地 , p{4) 是 复 平面 中 中 心 在 原点 , 包含 A 的 所 有 特征 值 的 最 小 圆 盘 的 半径 . 
用 Gerijchgorin 定理 1.3.3 得 


plA) = min 区 laijl; max 2 ai ) 


定理 1,3,4 (Taussky) 设 拖 阵 A Ee (aijy) ECnxnm 是 严格 对 角 占 优 娃 阵 , 则 入 非 
奇异 . 
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证 明 人 友 4 是 ( 行 ) 严格 对 角 占 优 , 即 


nm 
la > D2, lesl i=L,,n (1.3.10) 
j=1jF1 


由 Gerichgorin 圆 盘 定 理 知 , 对 4 的 任 一 特征 值 % 一 定 存 在 -一 个 圆 盘 , 例如 


“rm > 四 (1.3.11) 


j= 
使 得 Ee Gi(4). 这 说 明 入 关 0, 即 Gil(4) 不 会 原 点 z = 0. 否则 (1.3.11) 式 与 (1.3.10) 
式 矛 盾 . 再 注意 到 性 质 der(4) = II 和 i, 知 4 非 奇 异 . 
+ 一 口 
引 理 1.3.1 设 4= (oiy) EC"*", 入 是 4 的 特征 值 且 满 足 


了 


以 一 qii| 区 >》 ， [aij|, 证 


51 
设 
AT = AT, T= (x , rn) 站 
?是 一 个 指标 使 得 
jp| = max [ei| = liellee #0 


则 (1) 如 果 大 是 使 |zk| = |zs| 成立 的 任 一 指标 ， 则 


| 一 CRkk| 实 》， |akz| 
了 汉民 


入 
3=1.7 


也 即 由 的 第 大 个 Gerschgorin 交通 过 入 
(2) 如 果 对 某 个 开展 = In) 有 |zk| 王 ep| 肥 ai 天 0 天 间 , 则 jzi| = [zol 
证 明 {1) 根据 假设 , 有 


i 


(XN — Qi)gi = > dijTj, 11, ,hn 
j=13#i 
所 以 
1 Tt 钟 
| 一 aiillzil = >》 jj | 全 》、 jei5zj| < > [oijl|zjl 
了 -1.7 了 一 1 和 了 一 1 


( pa 四 [zpl, 2 二 1,-.- :1 {1.3.12) 
ji 
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假如 及 是 使 |zx| = |zy| 成 立 的 指标 , 必 有 


人 一 Qi 二 3 |axs| 


j=1,72EE 
但 根据 假定 
Ma YD ley ie ln 
j=1,1K 


从 而 结论 (1) 成 立 . 
(2) 因为 上 使 得 |zx| = |zp|, 由 结论 1) 知 ,天 使 得 (1.3.12) 式 取 等 号 , 即 


Th 


全 
A—axsllzel= 2, lowsllzsl= D> tonsllzxl 


j= j=1,j#¥k 
右边 的 等 式 即 有 ， 
> ，lerzl(lzkl -leih=0 (1.3.13) 
jj 


国 为 每 -项 非 负 , 旦 easy 关 0 半 介 , 瞩 对 其 他 j, 也 有 lzj| = |x,l. 


口 

定理 1.3.5 设 A= {ai;} 所 Cn | 的 特征 值 且 是 

G(A) = | Gi(4) -Uf ea 入 > co eC 
i i 了 一 1 
的 边界 点 , 也 即 满足 不 等 式 
MA-—anl2 > lasl i=1,.,n 
J=1,7#t 

且 4 的 所 有 元 素 不 为 替 ， 则 (1) 4 的 每 个 Gerschgorin 园 通 过 A，、(2) 如 果 4m = 
MZ, B= (re ,Tn #0, 则 || 一 一 | 


证 明 设 |xp| = mz jzil 由 引 理 1.3.1 推 得 ， 芝 Japjl(jzp| 一 jzj) =0. 又 4 
_ . th j=1,j=p 
的 所 有 元 素 不 为 0, |z| = |zj|, 从 而 结论 (2) 成 立 . 利用 引 理 1.3.1 中 的 第 一 个 
结论 , 知 
从 一 ak 一 DY lowl k=1,..,n 
-13 


也 有 好 4 的 每 个 Gerichgorin 圆通 过 和》%， 
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定理 1.3.6 {Brauer) 矩阵 A = (qiy) E Cnxsn 的 所 有 特征 值 位 于 n(n—1 
个 Cassini 孵 形 的 并 集 


(J {z: 1z— 0allz— el BR;} {1.3.14) 
j= 
中 ,这 里 R= lasl. 
j= i 

证 明 设 和 是 4 的 特征 值 . x = {xi;} 关 0 是 特征 向 量 , 满足 4x = Xx, 假设 x， 
是 |zs| 中 的 最 太 值 , 即 ze 关 0 > il 和 = 1,… ,WW)， 车 zz 的 所 有 其 他 分 量 为 0， 
则 4z = Az 意味 app = A. 因为 4 的 所 有 对 角 元 素 在 并 集中 , 所 以 当 与 相应 的 特 
征 向 量 xw 私有 一 -个 非 零 元 彭 时 , 》 世 必 在 该 并 集中 ， 

现 假定 特征 向 量 x 的 分 量 至 少 有 两 个 非 零 元 素 , 并 设 z。 是 除 z。 之 外 的 最 大 
值 , 也 即 |za| 六 jl 六 | 中 | 在 一 二 天 有 是 x 关 0,xs 关 0, 则 Axw = Azw 蕴 售 


TnlA 一 Upp} 一 > 人 


j=1,7Rzp 
于 是 
[zpl|X 一 app| = >》、 QpjXi| 安 >», lapjllz;| 和 > |aspjllzsl = Rplzol 
I=1,j#p j=1,j¥p J=1.j#b 
本 {zal 
从 一 app| < Rs (1.3.15) 
[rpl 
同 理 , 我 们 有 
TolX 一 cgg) = 人》 gi} 
了 一 1 了 天 
从 而 
了 nl nn 
[zallX 一 aad| = > ai| Ss 2, (lagillzi| s 》， apjllzp] = 所 elzp| 
J=1:jza 了 一 1723 了 一 1 共和 
或 
_ 加 | 
人 一 al BB {1.3.16) 
lrol 
由 (1.3.15) 式 乘 (1.3.16) 式 , 得 
人 一 app| 人 一 aorl & Rp Ro (1.3.17) 


也 区 在 并 集 (1.3.14) 中 ， 口 


81.3 扰 阵 罩 要 性 质 与 定理 ,21 ， 


推论 1.3,1 车 4= (faii)eCnxn 对 所 有 3 = 1 ,Rli 关 从 满足 


laal ' lays| > RiB (1.3.18) 


则 A 非 奇 异 . 


证 有 明 设 % 是 4 的 一 个 特征 值 , 则 由 Braver 定理 1.3.6 知 , 入 必 位 于 44 的 Casainmi 
煞 形 中 , 即 
A—aal:|A— 0! & RB (1.3.19) 


车 和 =0, 风 loss| -|ayjy| 所 RiR;, 这 与 已 知 条 件 耶 盾 . 故 和 关 0, 从 而 4 非 奇异 . 
口 

注意 车 4 = (i;) < C"x” 严格 对 角 占 优 , 则 满足 条 件 (1.3.18) 式 , 从 而 4 非 奇 
异 , 这 就 是 定理 1.3.4. 

在 差分 方程 中 , 常常 出 现 对 角 占 优 ( 非 严 格 ) 抢 阵 . 如 果 和 矩阵 不 可 约 对 角 占 优 , 则 
非 奇 异 , 稍 后 我 们 将 证 明 这 一 结论 . 现在 讨论 不 可 约 性 ， 

矩阵 的 不 可 约 性 可 通过 和 矩阵 的 有 向 图 来 判断 ， 甜 阵 4 = (aij) e Cnmxnm 的 有 向 
图 P(A4) 是 指 对 n 个 结 点 记忆 ,… ,已 当 且 仅 当 os 关 0 时 用 户 到 请 的 有 向 线 
段 相连 而 形成 的 图 形 , 例 


1 1 
机 1 一 1.3.20 
1 一 |。 | ( ) 
ry ~ 
PP . 
2 2 
2 一 1.3.21 
。 | :| (321) 
fA) = 
Db 
D 8 
4a 一 1.3.22 
,| | (3.23 
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TA)= 
Pt 总 
12 8 4 
A 二 |10 4 4 {1.3.23) 
0 4 4 
TIA4)= 


一 个 有 问 图 称 汐 强 连 通 的 , 如 果 任 何 两 个 不 同 结 点 号 和 Pj(i 半 站 之 间 都 可 以 
沿 有 向 线段 直接 或 间接 到 达 . 

定义 1.3,2 称 一 个 矩阵 4 = (a;j) E C™*7 有 性 质 SC, 假若 对 每 一 对 不 同 的 整 
数 p09(1 委 pu 到 n), 硝 在 一 个 不 同 整 数 诅 成 的 序列 kl 一 pKa, Ry, ; Rm 1 Frm 一 
4 人 1 所 名 所 m)) 使 得 矩阵 元 素 absyakait :ak is 均 非 零 . 


迁 过 方向 不 难 知道 , 矩阵 的 SC 性 质 .有 向 图 强 连 通 及 不 可 约 性 三 者 都 是 等 价 的 . 
因此 可 以 通过 判断 有 向 疼 是 否 强 连通 来 判断 矩阵 是 否 可 约 , 例如 上 面 的 矩阵 A1 、44 
均 可 约 , A 、4a 均 不 可 约 . 


定理 1.3.7 (Better) 若是 撼 阵 4 = {gij) E Crxnm 的 特征 值 且 是 Gerichgorin 
圆 意 的 边界 点 , 也 即 对 所 有 说 二 1,:.… ,ni 均 满 足 


A— gail> B= > laiyl 
j=1¥1 

车 4 不 可 约 或 具有 SC 性 质 , 则 

(1) 每 个 Gergchgerin 圆 盘 都 通过 X， 且 

(2) 若 4z = Xz, 且 人 = (zz za 天 0 则 oil = zi| (对 所 有 ij = 
1 ,nn). 

证 明 设 xw 相应 于 > 的 特征 向 量 , 即 4z = Xe， 又 设 |zi| <& |xp| = | > 
(对 所 有 = 1…… ,n), 则 由 引 理 1.3.1 知 


中 
[A— app| = Rp = >》 opj| 
了 一 1 天 了 


$1.3 矩阵 重要 性 质 与 定理 23 ， 


好 


设 g 了 pl 所 4g 所 .因为 4 有 具有 性 质 8C( 或 不 可 的), 所 以 有 互 不 相同 的 指标 序 
语 有 i 二 pp, kez, 上 3,-… ,km 二 中 使 矩阵 元 素 a 总 ak 有 都 非 负 . 因为 a ,1s = 
ap.ks 关 0, 由 引 理 1.3.1 结论 (2) 知 , |xp| = zi 辐 理 由 ax, xs 和 0 知 [zs| 一 |7ko = 
jz， 以 此 类 推 我 们 直 zw = |zp| 对 所 有 = 1,… ,m 均 戌 立 . 由 引 理 结论 (1) 知 


性 


A— Genkn | 一 | 一 aa = ti = >», eez| 
了 一 到 了 
也 即 第 gq 个 Gerschgorin 圆通 过 和, 且 lx,| = lz 由 由 于 g 任意 , 所 以 每 个 Gerichgorin 
阐 都 通过 X, 且 |x| = |xpj, 二 1 
口 


定理 1.3.8 若 4= (aiy) Ee Cm™*? 不 可 的 对 角 占 优 , 则 A 非 奇 异 . 


证 明 首先 根据 Gerichgorin 圆 盘 定理 , 我 们 易 证 ( 污 者 自 证 ) 下 列 事实 : 对 给 
定 的 4 的 … 个 特征 值 %, 和 水 是 任何 一 个 Gerichgorin 圆 盘 的 内 部 点 当日 仅 当 对 所 
有 := 二 1,:… ,n, 有 

| 一 aiz| 入 Ri = 3》 ， ais| (1.3.24) 
j=1 jt 
然后 用 反 证 法 证 明 该 定理 , 假说 4 不 可 道 {奇异 ), 则 4 必 有 特征 值 0, 因为 4 对 第 
占 优 , 即 
lil R= SY laylh i=1,. rn (1.3.25) 
i—1, 3 

恒 成 立 , 因此 A = 0 满足 不 等 式 (1.3.24), 所 以 0 不 可 能 是 任何 Gersgchgorin 圆 盘 的 
内 部 点 , 又 4 具有 不 可 约 性 , 所 以 由 Better 定理 1.3.7 知 , 每 个 Gerschgorin 圆 都 必 
通过 0, 但 因 (1.3.25) 式 至 少 要 对 某 一 个 i 不 等 号 严格 成 立 , 不 妨 设 lai;| > 已 , 这 说 

明 第 i 个 Gerschgorin 阅 不 通过 0 点 , 矛盾 . 故 4 非 奇异 . 
口 


§1.3.3 Schur 定理 

记 和 矩阵 4 e C*x" 的 特征 多 项 式 为 |4 一 AT| 的 5 个 根 为 和 1, Ao.… ,An. 这 些 根 
的 集合 称 为 谱 , 记 为 AMA) = {21,32,… An] 

引 理 1,3.2 车 矩 阵 卫 ECnxnm 可 写成 


Ji D2 
癌 22 


T= (1.3.26) 


其 中 Til 是 pp 阶 适 阵 , Toz 是 9g 阶 给 阵 , Ts 是 pxg 既 阵 , 则 和 T) 一 和 (TIDUAX(T22). 
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Toy 二 1 Ti |e Al 
0 了 32 | | ma 人 2 
其 中 zl E CP, wy E09. 如 果 zo 关 0, 则 Tosez = 和 m2, 故 入 EX 如 果 x2 = 0 


则 Til = Xe 故 和 EAI 由 性 可 知 , AI CC ATI1) U A(T32). 但 集合 AtT] 和 
集合 ACTI1) LU A(T22) 的 基数 相等 , 因此 A(T) = ATH) LU A(Toa). 


证 明 设 


癌 
引 理 1.3.3 车 短 阵 4E Cmxnm eCPxP 且 让 ECOrY*P 满足 
AX = XB, rank(X)}=p (1.3.27) 
则 看 在 一 个 西 姓 阵 名 Ee Ce 使 得 
11 了 3 
了 4 二 人 一 1.3.28 
YW AQ | 1 | (1.3.28) 


其 中 AD = ALA 由 A(B), TI 是 了 p 阶 方 阵 , Tz 是 n 一 p 阶 方 阵 , 了 > 是 px {nr. — p) 


证 明 设 
ti 
x-ol2| QEOC™", RiedCr*r 


基 蔷 的 一 个 QB 分 解 , 代 人 [1.3.27), 整理 得 


3 2| | | Rl B 
Jz1 Tzz 0 0 
这 里 
Q"AQ= | 和 
了 31 Te 


其 中 而 € Cexp, 2 € 04X94, Ta E Cnxm TIE Caxz 利用 Ri 的 非 奇 异性 
以 及 方程 有 ,Ri ==0 和 1Ri = BB, 得 Tw =0 和 X(TH1) =A(B). 由 引 理 1.3.2 有， 
A4) = X(T} == XACTW)U XT32) ,从 而 AH) = 和 CAN A(B) 成 立 . 

口 


定理 1.3.9 (Schur 定理 ) 若 4 < Cnmxm, 则 硼 存 一 个 再 阵 Qe Crxn, 使 得 
QAQG=T=D+N 


其 中 口 一 diag(A1,… An), 有 ECnxn 是 严格 上 三 角 阵 ， 


81.3 上 矩阵 重要 性 质 与 定理 ,， 中， 


证 上 明 ”用 数学 归纳 法 证 明 , 当 n= 1 时 , 定理 显然 成 立 , 很 投 定理 当 nn 一 1 时 成 
立 , 如 果 4z = 短促 反扑, 则 由 引 理 1.3.3( 取 B = ,存在 一 个 酝 阵 UV 使 得 


A We 
0 YY 


Ur AU = 


其 中 WE E CH-D ecCnr-uxtar- 由 归纳 根 谨 , 存在 一 售 丁 阵 术 使 得 RVU 
是 上 三 角 阵 , 这 样 , 如 果 驴 = Udiag(1, 六 ), 那么 QH#AQ 是 上 三 角 阵 . 
口 

Schur 定理 也 可 说 成 任何 一 个 1 人 阶 复 矩阵 4 酉 相似 于 一 个 上 三 角 矩 阵 . 在 稳定 
性 的 判断 中 , 我 们 会 遇 到 王 规 矩阵 . 作为 Schur 定理 的 应 用 , 考虑 下 面 的 定理 . 

定理 1.3.10 设 4 E Cnxn,， 则 4 是 正规 矩阵 的 充 要 条 件 是 育 在 西 姓 阵 5 
使 得 

UAU = diag(M1, he, ,Mn) 


其 中 和 ,A2,.… ,Mn 是 A 的 特征 值 . 
证 明 必要 性 根据 Schur 引 理 知 , 存在 ” 阶 症 矩阵 , 使 得 


URAUT=B 


其 中 B 是 上 三 角 阵 , 这 表明 4 与 B 西 相似 , 从 而 B 也 是 正规 第 阵 , 再 由 BBE = 
BHB 可 推 知 B 一 - 定 是 对 前 阵 . 
充分 性 ”因为 对 角 阵 是 正规 矩阵 , 而 与 正规 矩阵 查 相 似 的 矩阵 为 正规 矩阵 , 故 4 
是 正规 矩阵 ， 
口 
推论 1.3,2 nn 阶 正规 下 阵 4 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 


证 明 ”由 定理 1.3.10 知 , 有 丁 托 阵 U, 使 得 UBAU 为 对 角 阵 A, 凤 
UAU = diag(A1, Nh, ,An) = 
也 即 
AU = UA 


这 表明 A 的 对 角 元 素 是 4 的 特征 值 , 注意 5 矩阵 的 各 列 是 单位 向 量 且 两 两 正 交 . 5 
的 mn 个 列 正 是 特征 向 量 的 正 交 组 ， 
口 


81.4 向 量 和 矩阵 的 范 数 
定义 1.4.1 向 量 ww 的 范 数 (或 寞 诈 z| 是 一 个 非 负 实数 , 满足 
(1 正定 性 |l@| > 0， 到 天 由 
{2} 章 次 性 ||cz|| = |c| wll, 这 里 ec 为 侍 条 复数 
(3) 三 裔 不 等 式 | 全 十 中 < 和 zll + yll 
例 7 证 明 lz 一 yl| 2 | lz 一 |lall 


证 明 因为 
lizll= le — y+ gs lle — yi+ Nall 
所 以 
llz ~— yl 2 fell = Myll 
同 理 
lz -y=|y -zllz ly = llell 
所 以 
lz — yl | lell = lyll | 


对 一 个 向 量 可 赋予 三 种 如 下 简单 的 p -~ 范 数 
lllls = (le + jes? + -+ len)?, p= 1,2,00 


其 中 z = (zi,za,.… ,zn)7. 可 以 验证 上 式 满足 向 量 范 数 的 定义 , 这 三 种 范 数 分 别称 
为 1 一 范 数 、2- 范 数 (Euclid 范 数 ) 和 cc- 范 数 . 


定理 1.4.1 


Hzlle = maxlzil 
证 阴 , 
Helle = er) = max lel BB re ] 


由 于 


lil = lim llaells INAa% lw 
P72 二 
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类 似 地 , 可 定义 矩阵 范 数 . 


定义 1,4.2 矩阵 的 范 数 是 一 个 非 抽 实数 ,满足 

(1) 正定 性 ||4| > 0, 落 冯 关 0 

(2) 章 次 性 ea4ll = |c| 4 e 为 任何 复数 . 

(3) 三 角 不 等 式 中 4 十 BI 专 4I| + | 召 |. 

(4} 相 容 性 ||4BI| < 有 4l| |B 

向 其 的 范 数 排 广 到 年 阵 的 范 数 时 ， 增加 了 相 容 性 条 件 . 向 量 的 1 一 范 数 推广 到 和 托 
阵 的 范 数 为 ||4|| = 二 > lajl; 可 以 验证 满足 上 面 定 义 的 条 件 , 但 向 量 的 co- 范 数 


不 能 推广 到 矩阵 范 数 ， 例如 取 
” | ,| BB- | | 
1 1 0 1 


1 2 
-| "| 14l=1, B= 1 Ia=。 


则 


不 满足 矩阵 乘法 的 相 容 性 条 件 . 
复数 成 上 的 m 阶 矩阵 4 = (ai ) 的 一 个 常见 范 数 是 Frobenius 范 数 (也 称 Euclid 
范 数 ) 
Alle 一 (|aa| 允 和 
,1=1 
显然 该 范 数 是 向 量 范 数 的 推广 ,矩阵 范 数 还 可 以 利用 向 量 的 范 数 来 定义 , 这 让 用 到 
向 量 范 数 与 矩阵 范 数 的 相 容 性 ,， 如果 ||4|| 与 |lw|| 满足 


iAzl| < All tiesll, zs ¥0 (1.4.1) 


则 称 和 矩阵 范 数 || 4|| 与 向 量 藻 数 ||wl| 相 容 . 该 式 用 来 建立 矩阵 的 诱导 范 数 . 由 向 量 p 一 
范 数 ||zl|s 所 诱导 的 矩阵 范 数 称 为 矩阵 诱导 p 范 数 为 
= gu | 4z|p _ ul 
上 4 = DBP | 一 SP， Azllys, lgp&o% (1.4.2) 
该 式 表示 当 z 在 模 ||.||;, 为 1 的 向 量 集 上 变化 时 , 矩阵 4 的 模 是 向 量 4z 模 的 上 确 
界 . 当 p 一 1,2,o%, 即 有 
列 和 范 数 


A = sup |All = max > lass (1.4.3) 
llmll=1 i 邱 


| 4l|> = i 14zla = Ye(ARA) = VY Mma ATA) (1.4.4) 
站 ||a 二 1 
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其 中 Xmax(A#A) 表示 惩 阵 4A# A 特征 值 之 最 大 值 , 即 la 是 4 的 最 大 正 特 征 值 . 
行 和 范 数 


Alle = sop IAslle 一 > |aij| (1.4.5) 


由 列 和 范 数 及 行 和 范 数 的 表达 式 知 
A = NAT 
§1,4.1 竹 阵 范 数 与 谱 半 径 的 关系 


定理 1.4.2 对 任何 拭 阵 4 E Cnmxn, | 利之 0A), 其 中 | 是 由 的 任何 一 种 
范 数 ， 


证 明 对 4 的 任何 特征 值 及 相应 的 非 零 特征 向 量 x, 满足 


(Alell = lAzll < IAN: llell 


所 以 对 4 的 任何 特征 值 A 
A < 
因此 
P(A) < ||all 
口 
例 8 证 明 若 4 是 正规 抵 阵 , 则 pf4) = liAllz. 
证 明 空 再 aH 
Az 三 ， 
141B = Dae x 一 2 有 一 plAF 4 = pp (4) 
刘 
plA) = 三川 4jz 
口 


定理 1.4.8 对 任何 实 敌阵 4, Alls = VetAT 4 


证 明 A74 是 对 称 和 非 负 定 的 . 设 ww 个 (i = 1,2,…. ,n) 是 474 的 实 特 征 向 量 
的 一 个 正 交 系 , 即 


ATATD = MRO OgAR 和 NE 


其 中 


TT 
nm pi) 一 0， 于 天 了 
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和 


Li wo1, 1gign 


在 由 zw 中 {i = 1,2,… ,n) 所 张 成 的 空间 中 , 任何 其 他 非 零 向 量 % 可 以 表示 为 


i=1 
所 以 
(1 ) (Az,AzT) wTATAz 
lz (el Ty 
必 azGjrfy， 和 Xi 党 二 
i=1 t 一 二 
O_orD)TO cr) 
i 二 1 i=1 
> 和 ci 
_ i=1 
pel? 
t=1 
由 该 式 得 到 


2 
OSAE (全 ) < A 


el 
但 z = ztn) 表示 右边 的 等 号 是 可 能 的 , 因此 


A = max Jl < 


= A = p(ATA 
lellsz#0 lizilz a ) 


定理 1.4.4 车 4 是 对 称 的 , 则 ||Allz = p(A4). 
证 明 14 位 = ld A) = p47) = p23(A), BP ||Al|z = p(A). 


8$1.4.2 矩阵 范 数 的 估计 
定理 1,4.5 对 任何 短 阵 A Ee Cnxn 和 =E>0 至 少 有 一 种 从 属 拭 阵 范 数 , 使 得 


A gs p(d)+e 


证 明 ”对 任 一 短 阵 4, 由 Sehur 定理 1.3.9 知 ,存在 - -个 可 道 答 阵 上, 使 得 U1AU 
是 上 二 角 和 矩阵 , 即 


AL ta tg 人 tn 
人 3 ta23 tan 
UiAU = : 
An—l tn—ln 

An 

其 中 和 ; 是 矩阵 4 的 特征 值 , 对 任何 数 #8 兰 0, 作息 阵 

Ds = diag{1,6,02,.-. ,0-1) 
于 是 
入 St12 2£13 二 yt 


Na Oto3 加 On 
(UDs) AU Ds) = : ; 


对 给 定 的 。 > 0, 取 定 5 > 0, 使 得 
> J ty| se, lign—l 
j=i+1 
于 是 , 依赖 于 矩阵 4 和 数 = 的 算 子 
| i; Brxn 一 MBI| = UDs} BI(V Ds) 


这 就 是 要 找 的 范 数 , 因为 - -方面 , 由 于 5 的 选择 以 及 矩阵 范 数 || -|| 的 定义 (|(cis)||oo 
= max2 ci 故 14 < p(4) + a. 另 一 方面 , 这 样 定义 的 算 子 确实 是 矩阵 的 范 数 ， 
耻 


可 以 验证 该 范 数 是 从 属于 向 量 范 数 
v EC™— UD) wl 


的 矩阵 范 数 . 
口 


推论 1.4.1 设 和 如是 nn 阶 延 阵 ,p(A) < 1 则 存在 给 阵 范 数 | .||。 司 得 14|l。< 1 


证 明 设 pl4)= zo< 工 <1 权 <s=1- 工 >0, 由 宗 理 1.4.5 知 , 存在 矩阵 4 的 
从 属 范 数 || .||;, 满足 


Alls & ptA)+e<L+1l-L=1 
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故 结论 成 立 . 
口 
引 理 1.4.1 若 nn 阶 实 算 阵 4 半 正 定 , 则 对 任何 参数 0 央 0, 有 估计 式 
II+oa) lg1 (1.4.6) 
其 中 了 为 单位 短 阵 . 
证 明 
1 ((T +oA) xw, (T+orA) 2) 
I +oA) | = Ta {1.4.7) 
分 
={(I+oA) am (1.4.8) 
则 
szAY-! (¥, 切 
全 
mn ;| 二 2 一 一 一 一 (Ay, 荔 十 可 Cg AY) Ay) 9 
yz (yy) {YY) 
因为 4 半 正 定 , o > 0, 故 上 式 右 端的 分 母 不 小 于 1, 引 理 得 证 . 
口 


注 : 若 4 正定 ,ec>0, 风 | 上 +e4I < 1 
引 理 1.4.2 (Kellogg 引 理 ) 车 nn 阶 实 狂 阵 A 半 正 定 , 则 对 任何 参数 go 党 有 
估计 式 
| I -oA +oA) gl (1.4,10) 
证 明 注意 到 变换 (1.4.8) 式 , 有 


oA)T + oA) | = max 加 

(一 4)8, — oA)y) 

a DD 2 A WD) + 0 AY, Ay) 
区 (yy, 


Ol ,二 
y) 2o( Ayy) Fo AY, Ay < (1.4.11) 


注 1: 车 4 正定 ,o > 0, 则 有 


-od +oA) <1 (1.4.12) 
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注 2: 若 4 半 正 定 ,z 兰 0, 则 有 


Ni+4+oA) oA) <1 (1.4.13) 
这 可 由 (7 十 cA)-? 和 (I 一 og4) 的 可 交换 性 得 出 . 由 恒等式 
(T—-aA) llr oA}= {+oA)NT +oA)! (1.4.14) 


两 端 左 乘 (1 -oc4)-!1{IT 一 o 上 4), 并 注意 到 (+ cd) 与 (1 一 oh) 可 交换 , 得 
(fT +oA i oA)= {ToA)T +oA)-! (1.4.15) 
再 对 该 式 应 用 引 理 1.4.2 即 有 结论 (1.4.13) 式 . 
定理 1.4.6 设 4eCnxnm 满足 4||<1, 则 了 土 4 为 非 坷 异姓 阵 , 且 


<| ~- A sg (1.4.16) 


1 1 
1 十 上 4l 1 一 1 
证 明 若 了 -4 奇异 , 则 det(I ~ 4) = 0. 于 是 存在 mw 半 0, 满足 (1 A}z = 0， 
也 即 2 二 Az, 所 以 
lz = Azl| < IIA Nell lizll 0 
即 ||Ali > 1 与 假设 矛盾 , 因此 7 一 4 非 奇 异 . 
由 等 式 (1 一 4)-!{I 一 4)= 卫 得 


(TIT— A = A iA+I (1.4.17) 
所 以 
Ho AT s+ 7 
即 
ep ep (1.4.18) 
由 (1.4.17) 式 得 
T=(T— A) li- (IT- A)-1A 
所 以 
1 < [I(T — A + IAD 
即 
10 -A > TT (4.19) 


由 (1.4.18) 式 和 (1.4.19} 式 知 不 等 式 (1.4.16) 成 立 . 显然 , 将 (1.4.16) 式 中 的 4 蔡 换 
成 -4 时 , {1.4.16) 式 仍 成 立 , 


口 
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31.4,3 矩阵 序列 的 收 敏 性 


给 定 抢 阵 序列 {44} Ee Cmxn, 其 中 4 = (af mxn. 当 mn 个 数列 {oa 四} 都 


有 极限 时 , 即 
(各 


则 称 竹 阵 序列 {4 品 ) 收 敏 于 4 = {aijjmwxn， 论 为 lim 有 = 4, 或 4 -A 
(Kk 00), 
年 阵 序列 的 一 种 特殊 情况 是 由 方 阵 4 e C"*? 的 宕 构成 的 矩阵 序列 {465) 1]， 
定理 1.4.7 芝 ||4|| < 1 划 lim 4 一 0 
证 明 


lim a i: = ,mm T=, 
ko 


14"|= 1437 | < IAN A SAAN .A 
因 || Al| < 1, 两 端 取 极 限 (x 一 eco) 即 得 


lim NA" =0 


定理 1.4.8 若 4eCw", 则 lim 4r 一 0 当 且 仅 当 P(4) < 1 


证 明 一 ”必要 性 已 向 Jim 4" 二 0. 设 p(4) = 人 由 于 对 任意 > 有 入 E XA4")， 

由 定理 (1.4.2) 知 
PAY = s&s pA sa 0 (ro 00) 
从 而 
DA =0 
因此 p(A】 < 工 
充分 性 设 已 知 p(4) < 1, 由 定理 1.4.5 知 , 必 有 算 子 范 数 || .| 使 得 |4|| < 1， 
从 而 
og sla =0 (ro00) 

因此 lim 4 一 0 

和 证明 二 ”对 给 定 的 算 阵 4, 存在 n x n 非 奇 蜡 阵 5, 将 4 化 为 Jordan 标准 形 


J1 


5AS-1 2 


Ile 
Pei 
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其 中 A 的 jordan 子 和 矩阵 是 


A 1 
A 1 
1 二 ， 1 和 1 
A 
四 
于 是 
A 2 1 
MF 2 1 
一 “ : 5 LE 宇 33 
XA? 2AL 
是 
一 般 地 
Jm = lat (0)], lin {1.4.20) 
其 中 
U jt 
dD) 一 OIAT Iti; gj & min(n m+ 
0 mii 和 en 
起 中 Oi! 表示 二 项 式 系 数 . 由 
J 
rl J mal 
A 一 二 A457 ， mm 之 1 
J 


若 4 收 敏 , 则 .im 47"=0, 从 而 lim Am =0. 因此 必 有 ,lim 和 一 人 由 于 石 为 

上 三 荐 阵 ， 所 以 也 的 对 角 元 素 和 必须 满足 人 显然 P(A) < 工 成 立 .， 
另 一 方面 , 若 al4) =pl4j<1 则 <10E&ISm 由 (1.4.20) 式 和 定理 1.4.8 

知 ，lim dl) = 0， im JP? 二 0, 因此, lim A™=0, lim 4m= lim SAms=0. 


TH 一 Oo 口 
|o8 0 
D5 0.7 
证 明 上 4j > 1 和» > 1, 但 矩阵 4 是 收 伊 的 . 


证 明 这 里 |4ll = 1.3,14l。 = 1.2, 汝 为 4 的 特征 值 为 07 和 0.8, 所 以 
当 了 一 oo 时 , A7 一 0， 


例 9 车 


器 
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81.5 其 他 重要 定理 
81.5.1 实 系 数 多 项 式 的 根 


下 面 是 实 系数 多 项 式 的 根 的 绝对 值 不 超过 1 的 两 个 定理 . 


定理 1.5.1 实 系 载 二 次 方程 z2 -br 一 ce 一 0 的 两 根 按 模 不 大 于 1 且 其 中 至 少 
有 一 根 按 模 严格 小 于 1 的 充 要 条 件 是 


Bl1-e, lcd<1 (1.5.1) 
证 明 设 Xiao 是 方程 的 两 个 根 , 由 根 与 系数 的 关系 , 有 

和 +A=b6 AMM=-c | (1.5.2) 

从 而 

和 1 一 ce 全 十 和 因 所 1 十 加 加 合 司 十 避 和 1 十 避税 
入 (1 一 A2)(1 -X20 (1.5.3) 
又 

lc| = Ai |2al (1.5.4) 


车 | 和 | 之 1 | 和 20| 达 1 或 | 入 和 1 和 no| 和 所 1 则 由 (1.5.3) 式 和 (01.5.4) 式 知 1.5.1 成 立 ， 
此 即 必要 性 . 
车 条 件 (1.5.1 成 立 , 则 由 (1.5.3) 和 (1.5.4) 知 , 应 有 


{i 一 和 (1 一 入)>0 


| Ai || < 1 

也 即 

ai 过 1 2 和 1 或 |A| 宕 ,|All 宪 1 

人 ‘Xs| <1 
从 而 
A A <1 或 | 和 <L Xl 1 
即 充分 性 满足 . 
口 
类 似 地 读者 可 证 如 下 定理 ， 


定理 1.5,2 实 系 数 二 次 方程 oz - bx -c= 0 的 两 根据 模 不 大 于 1 的 充 要 条 
件 是 
Iba1—e, lclsg1 (1.5.5) 
注意 条 件 (1.5.1) 可 写成 8| < 1~-c < 2 的 形式 , 条件 (1.5.5) 可 写成 加 所 1-c 近 2 
的 形式 ， 


.36 ， 第 一 章 基础 知识 


81.5.2 Newton-Cotes 型 数值 积分 公式 


b 
设 f(z) 为 有 限 区 间 le 日 上 的 可 积 函 数 , 要 近似 计算 定 积分 / f(zjdz. 通常 我 


们 用 容易 积分 旦 又 逼近 被 积 也 数 的 p{z) 代替 f(z) 来 构造 积分 公式 , 常 取 pfz) 为 
一 个 煞 项 式 , 例如 sfz) 为 关于 基点 


QT TI Tnil=b 


的 Lagrange 插值 多 项 式 
好 十 上 
Palr) = 2 ] {zi) 
其 中 i;(z) 为 Lagrange 基本 多 项 式 
1 . 
Fe) (rj) tl (1.5.6) 
Zn 二 1L 一 (x 一 荆 ] ){w 一 ra).: {x 一 TYn+1i] 
于 是 
Tn 二 1 
1(f) = fi fdr 4 + Eolh) (1.5.7) 
其 中 
由 
4= 上 hw)dr, jl ,n+l (1.5.8) 
此 时 ， 
Li 
hf)= 》 dif les) (1.5.9) 
z= | 
称 为 插值 求 积 公 式 . 假设 f(z) 具有 n+ 1 阶 连续 导数 , 则 离散 误差 为 
b fn-1D) 
En,(f) = | Te (1.5.10) 
车 结 点 为 等 距 结 点 h = zi 一 Zz 一 一 一 , (1.5.9) 式 称 为 n 阶 Newton_-Cotes 型 求 积 


公式 , 4; 称 为 Cotes 系数 . 今 二 ag 十 级 ， 刚 可 算得 4; 为 


4 一 CD 下 人 tt 1):-(t—n)dt, i=1,.-.-.ni+l (1.5.11) 
离散 误差 为 
ht3 pnt2) 
Entlf) = 一 二 py 区) 了 #1) (tn)dt, ne la,bd) (1.5.12} 
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当 呈 = 工时, 有 两 个 结 点 zi = a,x2 =b 由 (1.5.11) 式 可 算得 


1 1 
4=(-D6-0f (Dat— 4, A= | t= (5.18) 
0 0 
因此 


nn(f) = (1.5.14) 
此 即 梯 型 公式 , 梯形 公式 的 离散 误差 为 
(bo) 
本 (月 一人， €e (0,b) (1.5.15) 


81.5.3 Green 公式 


在 将 边 值 问题 化 成 相应 的 变 分 形式 时 , 常 要 用 到 Green 公式 . 
定理 1.5.3 设 器 是 平面 中 具有 分 片 光滑 边界 89 的 有 界 开 区 域 , u,v E C2fPyn 


C(O0), 则 
Ov 
f hsvivey= fo ud — ff vu voadray (1.5.16) 
中 2 n 


{1) 
ao waardy -人 (a -vds {1.5.17) 


其 中 织 表示 函数 tu 在 89 上 沿 外 法 向 ni 的 导数 ,和 为 Laplace 算 子 ,六 为 梯度 
算 子 . 


证 明 根据 微 积 分 中 的 Green 公式 
ff (入 十 Bdrdy = 一 / Pdy — Qax 
580 


其 中 P(z,y), Q(x, 贡 在 上 有 连续 的 一 阶 偏 导数 . 将 上 式 变形 为 


(2) 


ff (到 十 到 Jdrdy = 上 [Peos(x,n) + @ sin(z, n)]ds (1.5.18) 
EY 

其 中 n 为 外 法 线 方向 , 在 上 式 中 令 P 一 名, 8 =u 锡 ,得 

f fravaray 十 /h Vu Vvudrdy = 人 [ee cos{T, ne) 十 ve cos(x, ras (1.5.19) 


也 即 / 1， Avdzdy 二 三 uds — / 上 Vu Vudzdy (0.5.20) 
此 即 {1.5.16) 式 
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交换 wu 的 地 位 , 由 (1.5.20) 式 得 


Ou 
And = f ws— ff vu: vdray (1.5,21) 
将 (1.5.20) 式 减 取 (1.5.21) 式 , 得 
Du Hu 
f ft 一 ?At = fe 一 vs)ds {1.5,.22) 


此 即 三 .5.177 式 . 


Green 公式 {1.5.16) 式 和 {1.5.17) 式 有 如 下 变形 . 车 afz,) e CO, 则 还 成 立 


HD ,Bu 已 , Ou Ou 
ACE) vizdy = {avds— f f evu. vodray (1.5.28} 


f fv TY 一 mw {aw)ldray = 人 alv 一 ug)ds {1.5.24} 
对 (1.5.23) 式 , 只 要 在 {1.5.18) 式 中 令 p= av 雏 ,Q = ao 党， 再 化 简 即 可 的 〔1.5.23) 
式 . 再 类 似 定 理 的 证 明 , 由 (2.5.23) 式 即 可 得 {1,5.24) 式 ， 
通常 称 公 式 (1.5.16) 为 第 一 Green 公式 , 称 公式 {1.5.17) 为 第 二 Green 公式 . 实 
际 上 , 这 两 个 公式 对 R" 维 中 具有 分 片 光 滑 边 界 89 的 有 界 开 区 域 均 成 立 . 


练习 
1, 求 矩 阵 
-2 1 0 
1 -2 i 
0 I 一? 
的 特征 值 并 证 明 它 们 相互 正 交 . 


2 对 4A & Rx", 证 明 关系 式 (1) Il < |M4lle < vall4lb. 人 才 |IAllw < 
Alls & VallAllee. 3) -hllAlh < HI < valialh. 
3. 若 


其 中 a 是 一 个 任意 实数 , 证 明 
3 Tr m2 a i 3 
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|Azl|a 
Alls = max 
| ||a m0 llelle 


满足 矩阵 范 数 定 疼 , 且 | 上 4lls 是 与 向 量 范 数 ||z||。 相 容 的 范 数 . 
5. 证 明 pf42) = p20A). 


6. 求 矩 阵 
1 D ad 
0 1 0 
D 0 1 


的 谱 闭 径 和 谱 模 , 其 中 a 是 实数 , 是 证 明 当 a = 0 时 谱 半 径 和 谱 模 相等 . 
7, 车 
| 
半 二 
1 2 


os 


证 明 4lls = p(4), 但 车 


则 [|Alls > ptA). 
8. 证 明 ||4||3 ||A||ooliAli- 
9. 证 明 当 一 ec 时 ， 


一 | 


一 站 


| 
ka hk 过 性 


如 
10. 若 4 是 = xz 非 奇异 复 矩 阵 , 证 明 4 的 特征 值 和 满足 


过 | 所 | 六 
Tam < A < IAI 


11. 若 4 是 mxz 复 矩阵 , 则 Jim 4" = 了 当 且 仪 当 4= 工 

12. 设 im AW) = 4. 证 明 lm, 4 罗 || 二 二 ||4l|, 其 中 4 的 与 4 均 为 mx 阶 
复 矩 阵 , || | 是 江 阵 的 任 一 种 范 数 -。 

13. 设 4 = (ai) E Cnmxnm 不 可 约 对 角 占 优 , 则 4 非 奇 异 . 
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本 章 介 绍 有 限 差分 近似 的 基础 知识 . 有 限 差分 法 是 一 种 离散 方法 , 离散 过 程 本 
身 是 用 一 个 插值 多 项 式 及 其 微分 来 代替 偏 微分 方程 的 解 . 首先 要 把 所 给 方程 的 求解 
区 域 网 格 剖 分 , 然后 再 对 方程 中 的 导数 进行 充分 近似 , 得 到 关于 网 格 点 上 未 知 函 数 
的 线性 代数 方程 组 . 我们 以 Taylor 级 数 展开 为 基础 , 介绍 空间 导数 的 近似 方法 , 并 
给 出 近似 导数 精确 到 和 任意 阶 精 度 的 一 般 方法 . 在 此 基础 上 , 介绍 了 有 限 体 积 法 建立 
差分 方程 的 过 程 . 最 后 , 对 有 限 差分 格式 的 误差 作 了 Fourier 分 析 ， 


§2.1 网 格 及 有 限 差 分 记号 


最 简单 的 网 格 涉及 时 间 和 空间 , 例如 考虑 下 列 初 边 值 问题 的 求解 
Ou 2a 


Ey = V2? 工 亡 ‘0, 1),t >D0D (2.1.1) 
wz,0) = f(z), ze {0,1 (2.1.2) 
uD,t) = a, ul,t}= Dt), tO (2.1.3) 


其 中 fF(0) = ol0), 了 (1) = Bb(0). v 为 常数 . 
如 图 2.1, 首先 对 求解 区 域 用 网 格 剖 分 . 用 时 间 间 隔 为 At 空间 隔 隔 为 Azx 的 两 
给 平行 于 坐标 轴 的 直线 把 求解 区域 网 格 化 , 两 组 直线 的 交点 称 为 网 格 点 或 结 点 . 
我 们 用 如 (3 = 0,… ,MM) 表示 4 在 点 (jAx,nAt) 或 (7,n) 的 近似 值 . 下 一 步 对 
问题 &.1.1}~(2.1.3) 进行 近似 . 注意 


du{z,t) ji ur, t+ At) — lr, 
at 加 总 1 一? 科 ht 


$2.1 网 格 友 有 限 差 分 记号 


‘41. 


2.1 网 格 前 分 示意 图 


所 以 9uOAr,nAt}/68t 的 一 个 合理 近似 是 


dujAr nA tt 一 全 


ei ~ 
类 但 地 , 我 们 在 结 点 GAz,nAt) 处 近似 Rwy8x?, 即 


du Bu, 
Ou (AT, NAL) 辣 (5 证 (5 了 一 和 


dr Pa 


oe 1 和 
WU U1 


A Ar? 


4 rn nh 
2 让 | 2 十 下 和 1 
At TT2 


即 


At 
Ei p 
= 2 十 2 9 


初 边 值 条 件 (2.1.2} 和 {2.1.3} 可 近似 为 


庆 十 工 
i 


w= fAT), j= 0 ,MM 
untl = al{n + DAt), n=0,1,... 
un = b(n + At n=0,1,.- 


™ 性 3 
Az Ar ” 、 风 HL 一 347 十 写 -| 


(2.1.4) 


(2.1.5) 


(2.1.6) 
(2.1.7) 
(2.1.8) 


现在 我 们 得 到 了 数值 求解 边 值 问题 (2.1.1)~(2.1.3) 的 一 个 数值 求解 格式 . 该 格 


式 是 一 个 显 式 格式 , 因为 在 (fp + 1) 时 间 层 的 量 可 以 显 式 地 求解 . 
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§2.2 空间 导数 近似 


导数 的 差分 近似 可 以 通过 Taylor 级 数 展开 来 计算 . 例如 考虑 wlx,t), 其 中 + 
定 . 本 小 节 为 简单 起 见 , 将 wtz,t) 中 的 t 省 写 , 意 指 考虑 的 量 在 上 处 计算 . 根据 上 面 
的 记号 , 记 = 了 Ap v(T + RAT) = v(jAr + AT) = 4k. 假定 wz 人 可 微 ,对 > 
作 Taylor 展 并 


2 1 no u 
Brali t+ KAT) (有三 十 {2,2.1) 


对 一 给 定 导 数 的 差分 近似 可 以 通过 wj 和 jy 人 % = 土 1, 十 2,…) 的 线性 组 合 得 到 . 例 
如 ， 老 虑 Uj41 和 和 Hj 1 的 ‘Taylor 展开 


Ou 1 
昌 计 一 Lj 十 (RAz)( 有 十 5(EAz) 


72 也 
wn = + AD RE) + APE) tt An) + .222 
Wj_1 = tj ~ (An)(2); + 3 (Aw) (OE 到 站 + (A) (FE) + (2.2.3) 
由 式 (2.2.2) 得 到 ， 
Hi du 1 di 
TAs (Be) + 3(O)(B)i + {22 
于 荐 只 要 Az 足够 小 , 表达 式 (ay41 一 志 )fAz 就 可 作为 (5); 的 合理 近似 . 类 
亿 地 , 由 [2.2.3] 式 可 得 
,一 4;_] 站 1 a 
(BA + (2.2.5) 
而 由 式 (2.2.2) 减 去 (2.2.3) 可 得 
下 1 » 人 
xe- (2 + FA) (5 高 + 2.2.0) 


显然 (url 一 42-1)/(2Azx) 可 作为 一 阶 导 数 的 另 一 种 近似 ， 在 (2.2.4) 式 中 表达 式 
(ins 一 MAs 是 对 ( 茸 ); 的 一 阶 近 似 ,可 以 记 为 
i 
( Hr)i = 
类 亿 地 , 式 (2.2.5) 和 (2.2.6) 可 记 为 


(2 一 琶 二 略 - 
Or” 


Vitl Wi 
= 一 + OfAz) [2.2.7] 


+ OUAz) (2.2.8) 


du 1 

(5 = t+ 十 OAz2] (2.2.9) 
称 (2.2.7) 和 (2.2.8) 式 为 关于 z 的 一 阶 导数 的 单 边 差分 近似 , 称 (2.2.9) 式 为 关于 > 
的 一 阶 导 数 的 中 心 差分 近似 ( 注 : 如 无 特殊 说 明 , Ax? 表示 (Az)>, 等 等 ). 
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对 的 二 阶 导数 ， i {2.2.2) 加 上 (2.2.3), 消去 一 阶 导 数 项 , 得 


y+1 — Du 二 i1 dd du 


Az5 - (8 二 十 三 (As 2) Aa)i + (zj Fn) + (2.2.10) 


于 是 得 到 二 阶 导数 oe 的 二 阶 近 侯 


2 a 
(有 = SH + O(An) (2.2.11) 


如 要 求 得 更 高 阶 精度 的 差分 计算 , 可 中 a 二 土 1, 士 2,….) 的 Taylor 展开 式 
表 通 过 待定 系数 法 得 到 . 例如， 考虑 二 阶 导数 5 二 = 在 点 2 一 JAz mw = (i 土 1)Az, 
7 三 他 土 24A7 处 的 泰勒 展开 可 以 得 到 4 阶 的 近 和 精度. 考虑 


如 2 - 
(ga) = CIWUi-2 十 Coy—1 Cad; C4Uy+1l 十 C5Ui42 十 OAr®) {2.2,]2) 


其 中 系数 cl ca, ca, ca,cs 待定 , 将 上 式 右 端 各 项 在 z = jAz 处 展 成 Taylor 级 数 , 整 
理 得 

Hu 

(355 一 [ec 十 C2 十 C3 十 C4 十 i 
二。 (+2), 


Du 


2 
| 2 yy a] ng) 多 
+ 上 [这 ey ry ， |( Azj(2 
生 
+ a c+ a ,a 1 本 oe) 
(~2)” 全 上 ea ， 6 
十 ET C1 十 可 ea 十 一 一 一 一 中 4 《元 O + OlAz ) 


[2.2.131 
令 uj 及 wi 的 各 阶 导数 项 的 系数 为 零 , 得 线性 代数 方程 组 


二 02 十 十 十 505 二 从 
—201 一 C2 十 C4 十 2c5 二 作 
dol 十 C2 十 cs 十 des 二 0 (2.2,14) 
Be 一 c++8cs =0 
lfc + ctl6c: =0 


由 此 解 得 


1 3 3 


5 
A 2 FA 37 A 7 IA 7 


1 
BR (2.2.15) 
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该 系数 可 使 (2.2.13) 式 中 (Ss 3 前 的 系数 为 零 , 从 而 可 得 二 阶 导数 的 一 个 四 阶 精 度 


近似 
2 2 +10 1 — 8 + 10uy+1 — Wit2 + O(ArS) {2.2.16) 


Or 6Az2 
故 方程 (2.1.1) 的 一 个 精度 为 (At + Ax1) 的 和 格式 为 


8 (2.2.17) 
也 可 能 通过 系数 (Az, At,v) 的 特定 选择 得 到 更 高 阶 的 差分 格式 . 差分 方程 
(2.1.4) 可 以 表示 为 


vAt 
?+1 一 ur + 大 二 (一 2ur + ur 1) (2.2,18) 


该 差分 方程 对 时 间 和 空间 都 是 二 阶 精度 , 因为 


BugAnznaAt ,DaGAz， nAt) 
Ot Or2 

uy 本 了 ( 

At 六 了 

对 某 些 特殊 的 Az 和 At 的 选择 , 差分 方程 可 达到 更 高 的 精度 , 如 在 (2.2.19) 式 中 保 

留 更 多 的 项 , 有 


up — 2 + 0 1) + OA + O(AP’) (2.2.19) 


(Oe ja Pu ABRrBnn 
at /ey At Azx2l3 a By 3! (ge ’; 
2Az2? (2 , Aa Hu » 
0 


* 十 二 1 BT 
这 里 本 要 一 好 站 一 二 和 本 一 好 2 罗 十 本- 利用 


Bu Hu Bu dt 
Fri 3 Or4 
可 将 式 (2.2.20) 改写 成 
二 
A 
=v(- os Ou + DA) AOLAad) 2.2. 


因此 , 车 选择 Af 一 和， 则 可 得 一 个 时 间 为 二 阶 精 度 . 空间 为 四 阶 精 度 的 格式 


342.3 蝶 阵 差分 算 子 - 45， 


82.3 矩阵 差分 算 子 


考虑 关系 式 | 
(zi = Fa (+1 — Du + ty—1) (2.3.1) 
这 是 二 阶 导数 的 中 心 差分 近似 ,为 建立 矩阵 差分 算 子 ， 考虑 Dirichlet 边界 条 件 ， 
afaj 一 za， tt 四 二 ww, 并 考虑 下 面 的 四 个 网 格 点 , 其 中 边界 点 是 a 和 b， 如 图 2.2， 


取 A 一 一， M ==4, 共 有 4 个 内 结 点 . 在 每 一 个 内 点 上 , 由 (2.3.1) 式 得 到 
C—O 人 CC 人 人 
j=a 1 2 3 4 j=b 
图 2.2 两 个 边界 点 , 四 个 内 结 点 的 网 格 训 分 
62u)1 = _ 2 
(631)1 = Aza (Yo — 2u1 + 2) 
1 
(62u)a 一 A ul 一 3282 十 t23) 
2 1 {2.3.2) 
(551)3 = A (U2 一 2283 二 tt4) 
1 
(#0)a = rz (Yu3 — 2u4 + wo) 
引进 
1 Li 一 2 1 
Wa ~ 1 0D 1 1 一 1 
， | UE 1 一 之 
则 介 .3.2) 可 改写 成 
82 二 A 十 后 (2.3.4) 


于 是 这 个 具有 4 个 网 格 点 的 具有 Dirichlet 边界 条 件 的 一 阶 和 二 阶 导数 的 矩阵 差分 
算 子 可 分 别 记 为 


可 一 一 一 一 2 一 _ 
2Ar _1 0 了 | ， 0z 上 了 1 _ 1 (2.3.5} 
—1] 0 1 一 2 


矩阵 的 每 一 行 表 示 一 阶 和 二 阶 导 数 的 三 点 中 心 差分 近似 . 对 Neumann 边界 条 件 , 例 
如 右边 界 
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在 (2.3.2) 式 中 的 第 四 式 变 成 
(2 = (了 9) 


这 里 用 到 了 边界 上 的 差分 近似 , 见 下 一 小 节 , 于 是 , 对 右边 界 是 Neumann 条 件 的 二 
阶 近似 的 三 点 中 心 差分 的 矩阵 算 子 是 


-2 1 
] |1 -2 1 
6 = A 1 2 1 (2.3.6) 
2 2 
3 3 
$2.4 导数 的 算 子 表示 
下 面 推导 一 阶 导 数 和 二 阶 导数 的 线性 算 子 表示 方法 . 定义 如 下 差分 算 子 
办。 前 差 算 子 Aruy 二 好 了 十 ] 一 如 了 (2.4.1) 
Vz 后 差 算 子 Van = tj 一 wj- (2.4.2) 
5 中心 差分 算 子 jw) = 4 一 3} (2.4.3) 
Ts 移 位 算 子 Tuy = tj41 (2.4.4) 
Hz 平均 算 池 Hr tj 一 Tus 十 vi 二 (2.4.5) 
D。 一 阶 偏 导数 算 子 De = 字 (2.4.6) 
了 恒 等 算 子 jw; = wy {2.4.7) 
根据 上 面 定 义 , 前 差 , 后 差 和 中 心 差分 算 子 均 可 用 称 位 算 子 来 表示 . 由 
和 at 一 Uj+l 一 全 一 Toiuy 一 了 人 一 {Th 一 Tuy 
地 Ar 二 了 -了 或 了 = 了 +As (2.4.8) 
Vol = Wi = Tu — Ts ty = {TT us 
字 Ve=1-T7! 或 T=(T Vs)! (2.4.9) 
bei = 全 各 一 一 Tu -Tr ?Wj = (Tr¥ — Tr I) 
= 6 = TT (2.4.10) 


buy 一 jr1 一 2u] 汗 开 ji 一 1 一 (Ty — 2 一 To lay 


> 总 =T -21+4+T-! (2.4.11) 


52.4 导数 的 重子 表示 47， 


2 


1 一 
Mri ud; = Hz (Uj 一 Uj-3) = 二 sir 一 和] 一 1) = pi 一 了 Duy 


= Hb = (Ts 一 全 7 (2.4.12) 


Hy = eta + Wy 3) = Dut + 2uy + Uy-1) 
= 7 (Te + 2 + To Du = (Ts +27T+ Ti) (2.4.13) 
将 (2.4.11) 式 与 (2.4.12) 式 相 加 得 
T= 了 + 2 had (2.4.14) 
现 将 zn 在 zj 处 作 Taylor 展开 , 得 


: hp2 ,uu h3 D3 
1 十 内 到 ,2 (5 3 (Bra) 


h 
= Det Dt ty 


)j 十 


一 (2.4.15) 


其 中 D, = >， D2 .为 偏 导数 算 子 , h 为 空间 步 长 . 于 是 有 


a | 


1 
=e 或 D, = TInT (2.4.16) 


由 到 的 表达 式 (2.4.8Y~(2.4.10) 和 (2.4.14) 式 知 , 一 阶 偏 导 数 算 子 可 用 前 差 、 后 差 、 
中 心 和 平均 差分 算 子 表示 . 将 (2.4.8) 式 和 (2.4.9) 式 分 别 代 人 (2.4.16) 式 中 , 可 得 PP 
的 前 差 , 后 差 差 分 算 子 表示 , 分 别 为 


1 1 1 1 1 ,. 
-= 一 hi:=~l] Ti™ Tr 2 二 和 二 一- -和 
De = FT = F(A) = jlAs — 5A + As —..] (2.4.17) 
lan ld vi dv lv lv 
Ds = mT = iin- Va) = FIVe + V2 + V+ (2.4.18) 


将 (2.4.14) 式 代入 (2.4.16) 式 中 , 可 得 DD。 的 平均 差分 算 子 表示 


1 1 1 


h + 高 二 
由 (2.4.10) 式 和 (2.4.16) 式 得 


6 = einhDe — edhD: 一 2sinh(2 Ds) 
从 而 


2 ¢ 1 
D, = sinh 1( 守 )= = 3 65. 
7 二 sinh -{ 5 】 Fl = 一 志 吕 + a …] {2.4.20) 


,48 . 


有 了 Ds 的 各 种 表达 式 


第 二 章 有 限 垫 分 近似 基础 


(2.4.17)~(2.4.20), 即 
1 2 1 3 


1 ] 


1 
了 一 一 3 
“ 6 — Lsb3 4 ps 
Hr 站 6 业 50 上 TT 
Ta 3 ,5 
和 


{2.4.21) 


就 可 得 到 二 阶 或 更 高 阶 的 偏 导数 算 子 的 表达 式 ， 例 如 , 对 二 阶 偏 导数 算 子 D2 = 


Ds Ds, 有 


A2 — A3 A As + 
下 Fy 工 6 
] | Vs+ Vi Vv dV... 
D2 一 12 6 
” i 17 
252 i124 256 — 
Hardr — 3Hirde + Too tro 
2 二 + 6 ，. 
J + 
一 般 地 ,r+ 阶 往 导数 算 子 可 表示 为 
T 工 了 十 1 十 r(gr 十 5) +2 
A 5A A 
Sr 十 二 Vr+L 十 "(37 + 5) yr 十 :…， 
pr 2 2 24 
”hr 十 3 5r2 十 527 十 135 
zor 人 二 全 7 十 4 _ 
Herds oa Mees + 5760 6 
2 r+2 (Sr 十 22) 7 二 4 
6 ~ 人 + 一 5760 4 ("为 偶数 ) 


(2.4.22) 


[2.4.23} 


由 上 面 的 表达 式 还 可 导出 导数 算 子 的 Padé 差分 近似 ,分别 取 上 面 万。 表达 
式 (2.4.21) 中 前 两 项 , 得 


D, = 


D: 


1 A2 3 1 As » 
2 
1 2 3 1 Vs 2 
FIVr + +O(V 2 一 大 yr OW) 
2 
lpg, 6s 4 O05) = 1 Op 
= Flieds ~ SHrd + O62)] = 站 + OR) 


(2.4.24) 


(2.4.25) 


(2.4.26) 
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_ Ti _1s3 5 _ 


工 _ 全 
站 

!+34 
因此 得 到 了 一 阶 千 数 算 子 的 前 差 ,后 差 和 中 心 差分 算 子 表示 ,其 中 前 两 式 即 (2.4.24)~ 
(2.4.25) 式 有 二 阶 精 度 , 后 两 式 即 (2.4.26)~(2.4.27) 式 有 四 阶 精度 . 类 似 地 , 对 二 阶 导 
数 算 子 , 有 三 种 算 子 的 Padé 差分 形式 


+ Oh) (2.4.27) 


Az 
A 


1 2 
到 了 二 + Oh”) 
1 Ve 

h21— Ve 


+ Oh2) 


Dz 一 和 1 把 克 


2 1 
h 1+ = 人 2 


(2.4.28) 


十 全 (玉生 
工 i 十 OR) 
82.5 任何 阶 精 度 差分 格式 的 建立 
82.5.1 Taylor 级 数 圳 
函数 在 某 一 点 的 Taylor 展开 可 用 于 建立 任意 阶 精度 的 有 限 差分 算 子 . 一 种 简明 


的 方法 是 作 一 张 “Taylor 级 数 表 ”. 表 2.1 是 二 个 点 的 二 阶 导数 近似 , 其 中 导数 在 中 
点 计算 . 我 们 要 求解 表达 式 


Pu 
(F231 Ax (aa 1 十 bu 十 cuit1) = (2.5.1) 


表 3.1 三 点 二 阶 导 数 近 似 的 Taylor 级 数 表 


Azt(O 


Dr 二 
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注意 (2.5.1) 式 中 的 所 有 项 在 表 的 左 列 【已 经 乘 以 Ax? 以 简化 表 中 的 项 ) . 表 中 
每 -- 列 的 第 一 项 是 这 一 列 中 的 公共 因子 , 即 为 
Ash(O), 二 0, 1, 2,--- 
每 一 行 构 成 一 个 Taylor 展开 , 例如 最 后 一 行 相应 于 一 CU 二 1 的 Taylor 展开 
Bh 


1 9 1 
eit 二 eu eTAr() 一 cP Ar (Fea)i 
31 Ag3( oH) oly Aro) ,.. 
—c(l1) EA7 (Bs) ctl) D4 (3 ); (2.5.2) 


对 表 中 的 每 一 列 进行 求 和 , 为 得 到 近似 的 最 大 阶 数 , 从 左 疝 右 进行 , 通过 取 适 当 的 
4&,b,c; 使 前 三 列 之 和 为 零 , 即 


一 1 一 1 一 ] fr 0 
1 0 一 1 bl=| 0 
—1 0 一 1 [ey 一 之 


由 该 方程 解 得 a = 1,6 = 一 2,c = 1 求 和 不 为 零 的 列 构成 截断 误差 . 第 一 个 不 为 零 的 
求 和 的 列 , 称 为 截断 误差 首 项 , 用 RR; 表示 . 在 表 2. 中 , RR; 在 第 5 列 中 出 现 , 于 是 

1 ,—a : Ou Ax? Al 
= 一 十 pri I (si 二 (gr 
注意 到 已 除 以 Aw? 以 使 误差 项 与 (2.5.1) 式 中 的 表示 一 致 . 因此 我 们 得 到 部 悉 的 关 
于 二 和 阶 时 数 的 三 点 中 心 差分 格式 


324 
(SE); 一 Ta — 2 + ur1) = OM’) (2.5.4) 
现 考虑 一 阶 导 数 的 三 点 向 后 差分 近 位 
(5 一 (oa 十 QU3 一 1 十 pu;) =? 
其 Tayior 级 数 表 见 表 2.2. 令 其 中 的 前 三 列 求 和 为 零 , 得 到 


R; (2.5.3) 


解 得 (oa au 中 = (1, 一 4,3). 这 时 第 四 列 给 出 截断 误差 首 项 


1 ,Bo Fie AT? Biu 


BA + 6) (Ba -3 (i) 人 
由 此 得 到 一 阶 导数 的 二 阶 精度 的 向 后 差分 近似 
(2); 一 了 or 一 4 1+ Su) = OAr’) (2.5.6) 
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囊 2.2 一 阶 导数 的 三 点 向 后 近 羽 的 Taylor 级 数 囊 


求 和 项 Az( 且 ;| Az?(S EE); Aza(3 3 


由 该 方法 还 可 以 求 得 导数 更 高 阶 精度 的 差分 近似 . 如 考虑 一 阶 导 数 的 五 点 中 心 
差分 近似 . 设 
(P22); — (au 2 十 buy— 1 十 CU 十 人 1 十 EUj+2) 一 ? (2.5.7) 


建立 如 下 Taylor 级 数 表 2.3. 


表 3.3 ”一 阶 导数 的 五 点 中 心 差分 近似 Taylor 级 数 囊 


1 1 1 1 1 a 0 
-2 -1 0 1 3 b 1 
4 1 0 1 4 <|]=10 (2.5.8) 
-8 -1 9 1 8 d 0 | 
16 1 0 1 16| |e 0 
解 得 | 
3 1 

b To pT 

(o, ;0 0, €) (3; pi 12’ 13) 
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截断 误差 首 项 R; 为 


1 sO 405 
Rs 一 一 人 0325 十 下 一 组 一 32e) 六 7 (8) 一 jz (Fs) 
于 是 得 到 一 阶 导数 五 点 四 阶 精度 格式 
了) -2 一 2 3 Wit | OAz4) 
例 1 求 一 阶 导数 的 四 点 四 阶 中 心 差分 格式 . 
解 ” 考 虑 如 下 近似 
(2 2 十 buj—1 十 Suj+1 十 dua _ 
Hr" Fa 
建立 如 下 Taylor 级 数 表 2.4. 


表 2.4 一 阶 导数 的 四 点 中 心 差 分 近似 的 Taylor 级 数 隘 


1 1 1 1 a 0 
-2 -1 1 2 b| |1 
4 1 1 4 et |o 
-8 -1 1 8 d 0 
解 得 1 8 8 1 
,b, T= 一 ,一 一 ,= 一, 一 一 7 
(bed = {1s 1 7- 12) 


将 该 值 代 人 第 5 列 , 得 截断 误差 首 项 Rj 为 


1 4 Pu 1 4 Ou 
R; 一 720 (320 +b—c— dAr (5 一 一 贡生 (gd) 


于 是 得 到 一 阶 导 数 4 点 四 阶 精度 格式 


Ou 和 
(= +O(A’) 


{2.5.11) 


(2.5.12) 


(2.5.13) 


82.5 任何 阶 精度 莹 分 格式 的 建立 :53 ， 


82.5.2 差分 近似 的 推广 


一 般 地 , 在 结 点 了 处 的 m 阶 导数 的 差分 近似 可 以 写成 p+9+ 1 个 相 邻 点 的 形 
式 


(二 - aiwjti = Ry (2.5.14) 
其 中 a; 是 待定 系数 . 显然 , 通过 Taylor 级 数 表 可 以 求 得 这 些 系数 ， 求 得 任意 阶 导 数 
的 向 前 ,向 后 、 不 对 称 或 中 心 差分 算 子 , 也 可 以 推广 到 高 维 情形 ， 更 一 般 地 , 系数 可 
以 由 插值 方法 得 天 . 下 面 考虑 Lagrange 和 Hermite 插值 多 项 式 . Lagrange 多项式 由 
下 式 给 出 


KEK 
= ,or(T)ux (2.5.15) 
k=0 


这 里 ak{z) 是 自由 度 为 K 的 x 的 多 项 式 . 对 非 等 间隔 点 的 二 次 插值 ,okfz) 的 构造 
可 以 从 简单 的 Lagrange 插值 (或 外 推 ) 得 到 


(zl 一 区)(2a — £) (zo 一 了 jz — 2) {xo 一 2)fzi — ZT) 


“0) = (zi -zolftzz 一 zoj) (ro x)za -zm) “(zo 一 za)(zl 一 aa] 


(2.5.16} 


注意 当 > = zk 时 , wn 的 系数 为 1, 当 x 取 其 他 离散 点 时 , wi 的 系数 为 0。 若 取 等 
间距 网 格 , 对 wx) 取 一 阶 或 二 阶 导 数 , 并 在 适当 的 点 上 计算 这 些 导数 , 可 以 导出 前 
面 给 出 的 有 和 腿 差 分 近似 公式 ， 因 此 前 面 的 用 Taylor 级 数 表 构造 差分 近似 的 方法 源 
于 Lagrange 桶 值 公 让 的 显 式 差分 算 子 , 例如 , 求 一 阶 导数 得 
2 wo 一 + To)} 2 一 eo + Ta] +4 to 2zr1 -3 十 zn) 

其 中 h 为 网 格 间 隔 . 令 章 在 zi 处 取 值 , 便 得 中 心 差分 格式 

du HD — 1 

Bl" = 
由 {2.5.15) 式 导 出 的 有 限 差 分 公式 称 为 Lagrange 近似 ， 

使 用 Hermite 插值 可 以 对 Lagrange 插值 方法 进行 推广 ， 为 构造 关于 ulz) 的 一 

个 多 项 式 , Hermite 公式 使 用 给 定 结 点 处 的 函数 值 和 某 些 导数 值 . 使 用 函数 值 及 其 一 
阶 导数 的 表达 式 为 


= Dna)us + Doo)( Re), (2.5.17) 


下 面 对 Hermite 插值 公式 的 一 阶 导数 , 使 用 Taylor 级 数 表 构造 一 个 隐 式 格式 , 式 
(2.5.17} 可 推广 到 包括 相 邻 点 的 导数 , 即 


3 
2 bl (Fs Ji 一 > tiviti = RR; {2.5.18) 


i 二 rr i=—p 
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对 一 阶 导数 的 三 点 中 心 Hermite 近 拟 可 表示 为 (已 将 7 点 的 一 阶 导数 的 系数 取 为 1,， 
以 简化 计算 ) 
dD) 十 (F) 十 eB )it 一 二 Geo 十 十 cui+1) 二 ? (2.5.19) 
表 2.5 是 一 阶 导 数 的 中 心 三 点 Hermite 近似 , 表 中 不 仅 和 包括 了 在 结 点 ; 处 的 学 
数 , 还 包括 了 在 结 点 了 -1 和 了 +1 处 的 导数 , 它们 也 必须 用 结 点 j 处 的 Taylor 级 数 
来 展开 , 这 要 求 (2.2.2) 中 的 Taylor 展开 式 推广 为 
站 ,Ana 


Gm = {> A (2.5.20) 


表 2.5 一 阶 导数 的 三 点 中 心 Hermite 近似 的 Taylor 级 数 囊 


Az (OE); 
Ava( 3 )s- ea 二 
Az(F) | 
Aze(F)in ct 二 
一 yl -a(-D° 


一 pi 


-1 1 -1 0 0 fa 0 
1 0 -1 1 415 _1 
1 0 -1 3 3 | 区 0 
-1 0 -1 -4 4 |e 0 
求 得 
3 311 
TEI_202% 2 7 
(a,6, 0, d,e) 一 ( 1'0 7 1 
截断 误差 主 项 为 
die a-e Tu Ami Dw 
县 :二 一 4 
一 24 + “202? (B75 ;3 90 (Drs) {2.5.21) 
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因此 , 所 得 的 表达 式 为 


总 du 站 3 
(ge) + 本 + (Bit -AF ~ Wt) = O(Ar’) (2.5.22) 


该 式 也 称 为 Padé 格式 或 紧 致 格式 . 


82.6 有 限 体积 法 


有 了 导数 的 各 阶 近 亿 表达 式 就 可 直接 代替 偏 微分 方程 中 的 导数 . 前 面 我 们 用 近 
似 导 数 的 方法 推导 了 差分 方程 . 这 一 节 我 们 将 结合 物理 守恒 律 来 推导 差分 格式 . 该 
方法 是 有 限 体积 法 的 一 个 基本 应 用 . 为 了 解 守恒 律 我 们 首先 推导 撕 述 热流 模型 的 一 
个 非 齐 次 偏 微分 方程 


2 
Fr Va t+ P(r,t) (2.6.1) 


该 方程 用 来 刻画 有 界 区 间 DD = {0,1) 中 的 一 个 热传导 固体 . 设 w = wlx,#) 是 在 
点 x E D{D 的 闭 包 ) 和 和 时间 1 > 0 处 的 温 产 , R = (oa, 了) 是 DD 的 任意 但 固定 的 一 个 
子 区 间 , a 和 5 为 子 区 间 的 边界 , 则 R 上 的 总 热 容 量 为 


= f epute dae 
其 中 常数 p 和 ec 分别 为 周 体 的 密度 和 比 热 , 在 RR 上 的 总 热 容量 的 时 间 变 化 率 是 
多 二 上 FS (cpu)ds (2.6.2) 


设 疡 (z,)( 源 密度 ) 是 在 点 ee R 和 时 间 t > 0 时 的 单位 时 间 单 位 体积 产生 的 热量 ， 
则 由 于 严 所 致 的 热 容量 的 变化 率 是 


/ Fi{zr,t)dzx [2.6.3) 
站 


根据 Fourier 热传导 定律 , 跨 过 边界 R 的 热 通 量 g( 单 位 时 间 单 位 面积 跨 过 边 
界 8 的 热流 量 ) 正比 于 温度 梯度 的 法 向 分 量 , 即 


g(a) = 一 KEfa， oo, [9 9{0) = ntb, 中 Eb (2.6.4) 


其 中 上 = {zx,wu) 是 热 导 率 ， 
因 总 热 容量 的 时 间 变 化 率 等 于 外 部 热源 所 致 的 热 容 量 的 变化 率 与 跨 过 边界 丸 
的 热 通 量 之 和 , 所 以 由 (2.6.2) 必 (2.6.4) 式 得 


Ou - Ou Bu 
fae 人 Febaz+ (se) t) ~ (nBe)ed) (2.6.5) 
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注意 
Du Hu 
(eb) — (re) = 上 (our)ede (2.6.6) 
则 (2.6.5) 式 可 写成 ; 3 
Tr ~ 
上 pp (ne)s — Plde =0 (2.6.7) 
由 于 区 间 RR 任意 且 被 积 晒 数 连 续 , 所 以 
ope 一 (x), 一 下 一 (2.6.8) 


假定 是 常数 , 由 该 式 即 得 方程 (2.6.1), 其 中 = P= - 5 方程 (2.6.5) 是 方 
程 (2.6.1) 的 守恒 律 的 积分 形式 . 下 面 应 用 该 积分 形式 导出 方程 (2.6.1) 的 差分 方程 


假定 co,x 都 是 常数 , 并 取 中 = (z;_3,z;3), 则 由 式 (2.6.5) 得 
zi+ 去 可 zi 十 和 a 
人 及 一 aa Fdzr+ (2 区) 一 ($F) (2.6.9) 


注意 方程 两 端 仍 有 是 1 的 连续 消 数 , 两 端 从 如 = At 到 ty1 二 (nn 十 1)At 对 时 间 t 积 
分 , 得 


Ea 1 3 于 .和 
J 上 Pedzdt = /人 Sai 人 (Wt! 一 and 


4 
-[ A F(z Dardt rv [Fs 本 -le 
且 
fe n+l yn)dz 
ff F(x, Daratr vf CR (到 ) 他 (2.6.10) 
该 方程 与 方程 (2.6.1) sh 是 精确 方程 , 对 上 式 中 的 积分 作 近似 


ntl 
f /人 F(x, Ddxdt = ATAtF? 二 DA At) + O(Af? + Az) (2.6.11) 


/ nt 一 amjdz = Arlunt! 一 好 ) 十 O(AtAz’) {2.6.12) 
2 


Er 二 1 ny Hr 好 ， 
人 (Ft (区 ) lat = At(52 3 — (地 P+ OAtAL) (2.6.13) 
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再 将 (天) 一 | 在 I 处 作 ‘Taylor 展开 , 得 
du Du 


(9u)m (Oye, Ar EE)s + OfAza) = Az( 2)) + O(Az3) 
Br (5513 = TB 十 Tz} 二 T(r 十 I 
1 
= 和 + OAx’) (2.6.14) 
将 (2.6.11)~(2.6.14) 式 代 入 (2.6.10) 式 , 得 
ut 和 轩 v2 
J 2 mn 工 了 2 
A =F + +O(At+ Ar’) (2.6.15) 
去 掉 截 断 误差 得 差分 格式 
Fh 7 2 
= dr + Pr (2.6.16} 


该 格式 近似 方程 的 谋 差 为 O(At + Ax?). 注意 用 中 和 矩形 公式 近似 关于 x 的 积分 , 具 
有 OAzs) 阶 精 度 , 用 左 纸 形 公式 近似 关于 上 的 积分 , 具有 OC(A#?) 阶 精 度 . 另外 ， 
(2.6.12) 式 中 的 被 积 函数 关于 + 是 一 阶 精 度 ， 从 而 对 x 的 积分 用 中 矩形 近似 后 导 
致 O(AtAz3) 阶 精度 . 

如 果 对 方程 (2.6.9) 在 不 同 的 时 间 区 间 . 上 积分 , 则 可 得 不 同 的 差分 格式 , 例如 将 
方程 {2.6.9) 两 端 从 如-1 到 如 +1 积分 , 得 


tL i 有 tr 1 I 
人 人 针 de dt = a /人 ~ sa 广 (ntl mds 
tr 1 : 


2 
za 二 1 We Du 
= / 人 {x,t) sat {~ (S233 一 (#7);- 4 
{2.6.17) 
对 上 式 中 的 积分 进行 近似 
/ 5 二 机 (us+1i _ ur 1)dx 一 Az(u? wp”) 十 OUAtAz2) 


tnti 二 和 , . 
1 / Fz, tadradt = 2ATAtFY + O(AT ANT+TOAP2Az) 
一 1 1 二 
Des 


n+1 | 
CT 


2At 
一 Ot g2un + O(AtAT) + O(AtAT) 


Ax 
将 这 些 近 伺 式 代 人 人 6.17) 可 得 相应 的 差分 格式 为 
一 了 1 


oA 二 3 三 十 Fr (2.6.18) 
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近似 方程 的 误差 也 为 O(At + AT?). 然而 , 该 格式 不 收 化. 因此 , 用 守恒 律 方法 导出 
的 格式 不 能 保证 一 定 是 一 个 好 的 格式 . 不 难 验 证 , (2.6.15) 式 与 (2.6.18) 式 也 可 直接 
对 方程 (2.6.1) 中 的 偏 学 数 差分 近似 得 到 . 

在 用 有 限 体积 法 推导 差分 格式 的 过 程 中 , 还 可 用 单元 平均 法 对 其 中 的 积分 进行 
近似 . 考虑 方程 (2.6.9), 即 


Tt nn = ff 了 fr du du 
/ af 加 Fntdrdt tv fe) (Blt 


3 
(2.6,19) 
现今 三 是 u(z,tn) 在 第 j 个 单元 上 的 单元 平均 , 即 
jn 1 7 二 由 1 这 y+ 
1 x) 本 ur, tn)dx = zf 1 (wa 【2.6.20》 
是 下 在 第 个 单元 上 的 平均 
2 二 交 - 人 F(z, t)dz (2.6.21) 


则 由 式 (2.6.19) 得 


_ 如 +1 召 8 
Ar(Wt! 2) = ar marvf [es - (4ldt (2.6.22) 


方程 (2.6.22) 与 方程 (2.6.5) 等 价 , 是 一 个 精确 的 方程 . 下 面 以 这 些 单 元 平均 量 为 未 
知 数 来 进 -- 步 近似 (2.6.22) 中 的 积分 


nt Oe Bu 
上 (slr {2.6.23) 


+ 二 
= 7 人 [ut + Ax,t) — ulz, tds 


1 内 了 A Pa 4 瑟 
-总 人” [zu 十 了 一 一 Ur 十 6 ——-ttrrr 十 37 Ur + OA dr 


AT2 旨 站 
{A 
AT3 .Hu Hu Ari. i 
| (goa);-3] + O(n)} 


2, 了 非 均匀 拘 按 .BO - 


1 (2 
一 ez 一 Wy-3| 十 lu 一 《有 -证 + 
2.6.24 
Am 本 Ou a 
人 + oe 


类 似 地 


"le wy 


Az5 0 
二 人 一 (5 -人 2 (ma) + Ol Co 上 (2.6.25) 
将 (2.6.25) 式 减 去 {2.6.24) 式 , 得 
也 站] 一 207 十 到 1 -1 一 会 zf 有 7 二 一 (学 j 一 引 十 O(Ax!) (2.6.26) 


将 (2.6.26) 式 代入 到 方程 {2.6.22) 中 , 得 
了 十 二 并 和 。 
Azfartl _ gn) = A / pdt+vAz / at + O(ALAa3) (2.6.27) 
ta tn 


再 对 方程 (2.6.27) 中 的 积分 用 矩形 公式 近似 , 即 


rs G2 VAt ss ， 
bpAz 1 OAPAa) [2.6.28) 
tnti . 
/ Edt = AtFr + O(AL) (2.6.29) 
tn 
于 是 方程 (2.6.27) 成 为 


Al 
Az(aptl — dn) ArAtE + Sa +OAbaz)+OfAzaAtl (2.6.30) 


注意 者 函数 平均 值 好 用 结 点 (j,n) 处 的 u? 近似 , 去 掉 误差 项 , 则 可 得 到 差分 方程 


Azeri ~ wu?) = ArAtP? + Yr a2u n (2.6.31) 


与 (2.6.15) 式 相 同 . 
§2.7 非 均匀 网 格 


对 非 均匀 网 格 , 也 可 用 Taylor 展开 方法 导出 差分 方程 . 考虑 对 热传导 方程 2 
二 在 非 均 匀 网 格 上 近似 . 首先 取 M +1 个 结 点 


a= To0 TI <rM=b 
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将 区 间 请 = ta,5 分 成 邮 个 单元 : ， 
Rj: Ti EEELT, j=, ,MM 


记 记 一 8j~2j-1, 称 衣 = max{hy} 为 最 大 网 格 步 长 , 记 x 3 为 相 邻 结 点 x2;-1 入， 


1 
的 中 点 , 即 2;_3 = 57i-1 + zi) (f= 1 , M). 考虑 下 列 Taylor 展开 
性 9 du 了 1 (Ou 
Wi41 二 2 十 (gaz) (Rit) + 3 hj)? + OhS) (2.7,1) 
Le + 9 Tr 1 [之 
wa +) (hy) + (3)(—hy)? + Ob’) (2.7.2) 
两 式 相 减 , 得 
1 hjt1 一 hy Ou 色 
= Thr (SP + 5 (5 好 + Oh?) (2.7.3) 
类 似 地 , 可 得 
4 一 2 9 hi ,03 
+ 00) 
hz 
3 
00 279 
及 
MyH1 一 全 7 _ 0 hir1 Fu ? 3 
du, hs 入 
= (Fr) on + Oh) {2.7.5) 


式 (2.7.5) 减 去 {2.7.4), 并 除 以 St i, 得 


2 HL eh | 
hithitl hirl hy 
2 [LD Dur hiri— hy O32 


l(a 庆生 一 (gr) 二 一 一 好 + OR?) 


n ,Ritl — hi ,a hr — hi Ou, a 
= [ 基 ( 采 六 + 和 4 sz) + 2 + OR ) 


和 


= (FI) + (yp + OF?) (2.7.6) 
对 时 间 偏 导数 仍 取 


sr ~ (B+ OY 
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因此 , 可 得 
up 加 2 ee ek 放 一 好 1 
At 和 hi 十 hj+1 hir? hs ) RE 
其 中 截断 误差 
Rn) = Se Yn O(R?) + OA) (2.7.7) 
赂 去 误差 项 , 得 时 间 与 空间 均 为 一 阶 精度 的 差分 格式 
utl— a 2 UR CO 
At > 十 hr 2 hjr1 二 一 一 hj 1 } {2.7.8) 


由 Rw) 的 表达 式 知 , 当 肥 均匀 网 格 时 差分 格式 的 精度 为 OA 十 h2). 


§2.8 Fourier 误差 分 析 


… 个 有 限 差分 格式 的 误差 情况 可 以 通过 Fourier 误差 分 析 得 到 .我 们 知道 任意 
周期 尔 数 都 可 以 写成 它 的 Fourier 分 量 eikz 的 形式 , 其 中 天 是 波 数 . 因此 我 们 检验 
一 个 有 限 差分 算 子 近似 eikz 导数 的 情况 . 于 面 讨论 一 阶 导 数 近似 , 但 方法 可 以 推广 
到 高 阶 ， 

精确 的 e** 的 一 阶 导数 是 

ge iks 
—— = ike {2.8.1) 
假如 对 wj = else; 应 用 一 个 二 阶 中 心 差分 格式 , 其 中 zj = jAz, 则 


(2 21 一 全 1 ikArLI1) pikATII—1) fei _ eikAr)] eikiAr 
一 一 j = 一 Ce — 


2AT 了 并 本 DAr 

[l(cos KAY + isinkAT) ~ 【cos 天 Ar — isin kAr)e rs 

加 ;Sn KAT 
AT 


pi 兰 ik* eitTi (2.8.21 


其 中 k* 是 修正 波 数 , 它 符 代 了 正确 波 数 应 当 出 现 的 位 置 . 因此 修正 波 数 近 似 精确 波 
数 的 程度 是 近似 精度 的 一 种 度量 . 对 这 里 的 二 阶 中 心 差 分 算 子 , 修正 波 数 是 


k* 一 ve (2.8.3) 
注意 有 近似 大 到 二 阶 糖度 , 事实 上 ， 
sinkAzr 人 kh3Ar? 
TO AT... (2.8.4) 


对 一 阶 导数 的 四 点 四 阶 中 心 差 分 格式 {2.5.13), 即 


(0), 2 Bl Buy41 — Wit+2 


4 
Oz” 12A7 + OA ) 
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将 4 = eksri 代 人 上 式 , 得 


eikxy (ekAr Se—ikAr 十 NeikAar eli2kAr) 


(贡生 12Az 
_ ,eli (8sin KAT — sin2kAx) a , they 
= i 一 一 ie (2.8.5) 
修正 波 数 RAY 
Re 一 Bsink A (2.8.6) 
同 理 对 一 阶 导 数 的 四 阶 Padé 格式 或 紧 致 格式 {2.5.22) 即 


Du du 3 
(7 ji .1 + 二 ( DE)t1 = Az (3-1 一 Wit1) 


将 (他 ); 一 reh" 和 四 = ee: 代 人 上 式 ,可 得 该 格式 的 修正 波 数 满足 
ke—itAz 十 dk* 二 I+eik 人 7 一 Ca _ eikAr) 
于 是 求 得 修正 波 数 


# 3sinkAr 
(2 coskAr)Ar 


图 2.3 显 式 了 一 阶 导数 的 精确 波 数 及 其 二 阶 中 心 差分 近似 ,四 阶 中 心 差分 近似 
和 四 阶 Padé 近似 的 修正 被 数 , 显 式 的 收 正 波 数 的 范围 是 0 & kAx 攻克 
通常 , 一 阶 导数 的 有 限 差 分 算 子 可 以 写成 形式 


(62); = (12) + (GE); 


其 中 ( 开 ); 是 一 个 反对 称 算 子 ， (5:); 是 一 个 对 称 算 子 , 如 果 我 们 限制 网 格 在 ; - 4 
到 了 + az, 则 


1 nf 
一 有 和 Cm (Wjtm 一 Uj—m) 


(#62); = [do + b> dm (Wjtm 十 Wj—m) 


于 是 可 求 得 


这 = 元 + cos(mkAz) 站 osntnkaa (2.8.7) 
显然 当 有 限 差 分 算 子 是 反对 称 算 子 【例如 二 阶 中 心 差 分 算 子 ) 时 , 修正 波 数 是 纯 实 
数 , 当 包 括 一 个 对 称 分 量 时 , 修正 波 数 是 复数 . 


82.8 Fourisr 误 莽 分析 ,63 。 


图 2.3 一 阶 导数 二 种 格式 的 修正 波 数 


在 线性 对 流 方程 中 , 误差 有 物理 解释 . 例如 考虑 如 下 形式 的 线性 对 流 方程 
一 十 0 一 二， 一 00 所 攻 所 


设 解 是 波 数 为 的 一 个 谐 和 荐 数 形 式 


人 (各 站 一 了 (的 else (2.8.8) 
其 中 f(t) 满足 常 微分 方程 
= ~iakf (2.8.9) 


解 得 f(f) = fl0)e-iakht 再 代 人 (2.8.8) 式 中 , 得 到 精确 解 是 
u(x,t) = flOYeit(s ot) {2.8.10) 


假如 空间 的 一 阶 导 数 采 用 二 阶 中 心 差分 格式 , 则 由 前 面 (2.8.2) 式 可 知 , 这 时 f(1) 


生生 df in kA 
SinkAz 
re ia( A )f = iok’*f (2.8.11) 


精确 求解 该 方程 (因为 我 们 仅 考 虚 来 自 空间 近似 的 误差 ), 并 代 人 到 (2.8.8) 式 中 , 得 


upp t) = flO)e rr 和 (2.8.12) 
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其 中 a* 是 数值 相位 速度 或 修正 相位 速度 , 日 与 修正 波 数 相关 


a 此 
a 
对 上 面 的 例子 , 有 
ar _ sinkAs 
a EA 


数值 相位 速度 是 谐 和 函数 传播 的 速度 . 因为 这 里 < 1, 所 以 数 信 解 比 精确 解 
传播 得 慢 . 因为 a* 是 波 数 的 一 个 函数 ,所 以 数值 近似 引进 了 频 散 〈 详 见 87.3), 尽管 
方程 的 精确 解 (2.8.10) 式 无 频 散 . 因此 一 个 包含 很 多 不 同 波 数 分 量 的 波形 最 终 将 失 
去 它 原来 的 形状 . z 

图 2.4 表示 了 空间 一 阶 导数 的 三 种 差分 格式 即 二 阶 中 心 差分 格式 、 四 阶 中 心 
差分 格式 和 四 阶 Padé 格式 的 数值 相位 速度 . 根据 采样 定理 , 对 一 给 定 的 流 , 每 波长 
的 采样 点 数 是 “2 ， -个 格式 的 求解 效率 可 以 依据 低 于 指定 相位 误差 所 要 求 的 每 
波长 的 网 格 点 数 来 描述 ， 例 如 , 二 阶 中 心 格式 每 波长 需要 80 个 采样 结 点 才能 产生 


小 于 0.1 锅 的 相位 速度 误差 , 四 阶 中 心 格式 和 四 阶 Padé 格式 分 别 需要 15 个 点 和 
10 个 点 . 


0 各 .号 1 1.3 2 之 性 3 
KT 


图 2.4 三 种 格式 的 数值 相位 速度 


数值 相位 速度 a* 与 修正 波 数 k* 有 关 , 修正 波 数 一 般 是 复数 ， 反 对 称 算 子 如 一 
阶 导 数 的 二 阶 中 心 差分 格式 , 修正 波 数 是 纯 实数 , 这 导致 相位 速度 误差 . 对 称 算 子 的 


和 .8 Fourier 误差 分 析 . 65. 


修正 波 数 是 纯 虚 数 , 则 导致 解 的 振幅 误差 . 因此 , 空间 差分 算 子 的 反对 称 部 分 确定 相 
位 (速度 ) 误差 而 对 称 部 分 确定 振幅 误差 . 


练习 
1. 推导 一 阶 导数 如 下 形式 的 
(有 一 aus-2 十 buj;_1 十 CU 十 duj+1) 


的 三 阶 精度 的 差分 格式 , 并 求 截断 误差 的 主 项 . 
2. 推导 一 阶 导 数 形式 为 


Ou 1 
of 号) 1 十 (用 二 Rr bus-1 + cus + dus+1) 


的 差分 格式 , 并 求 截断 误差 主 项 ， 
3. 推导 二 阶 导数 形式 为 


六 2 
di);- 1 十 (8) + e(S)in 一 a (ou + bess 二 cuit1) 
一 个 紧 致 【Pade6) 差分 格式 ， 
4. 推导 三 阶 导数 形式 为 
3 


的 差分 格式 , 并 求 截断 误差 主 项 . 
5. 对 上 男 数 e* 作用 二 阶 仿 导数 算 子 , 得 


Pe) 


一 je ike:r 
Br 


作用 二 阶 差分 算 子 , 得 


(52 eltiAr ); 天 Pi 


由 此 定义 二 阶 导 数 近 似 的 修正 波 数 k&*. 分 别 求 二 阶 导数 的 二 阶 中 心 差分 格式 、 非 紧 

致 四 阶 差分 算 子 , 即 
(Ou };= 一 3 【一 2 一 3 十 | 一 30u; 十 164741 一 Lj) 十 OlAx:) 

和 紧 臻 西 阶 算 子 的 收 正 波 数 , 并 而 出 (k*Ax)? 随 kAx (0 < kAz < 7) 变化 的 图 形 . 


6. 推导 一 阶 导数 的 6 阶 非 紧 致 和 紧 致 属 式 ， 车 求 相位 误差 小 于 0.1% 时 每 波长 
所 需 的 网 格 点 数 . 
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7. 分 别 求 一 阶 导数 的 一 阶 , 二 阶 、 三 阶 精度 的 单 边 差分 格式 


Ou _ Uj ~ Wj-l 
du uy — 4uy_1 十 让 一 人 

(2 j5 = 一 人 Ar (2.8.14) 
Du lu; 一 180 1 十 9a — 24 


的 截断 误差 首 项 再 分 别 推导 三 种 格式 的 修正 波 数 ， 并 画 出 k*Az 的 实 部 和 虑 部 
随 Az(0 < kAz 7) 变化 的 图 形 . 
2 
8. 用 待定 系数 法 证 明 , 仅 用 结 点 GAz) 和 Gj 上 1)Az 可 以 得 到 (于 的 三 阶 或 
更 高 阶 精 度 的 近似 
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和 稳定 性 


偏 微分 方程 离散 后 得 到 的 差分 方程 能 否 用 来 计算 , 还 需要 考虑 差分 格式 与 方程 
的 相 容 性 及 格式 的 收敛 性 或 稳定 性 ， 本 童 给 出 有 限 差分 格式 的 收敛 性 、 相 容 性 和 稳 
定性 的 基本 概念 , 判断 有 限 差分 方程 解 收敛 到 偏 凰 方程 解 的 最 基本 方法 是 通过 相符 
性 ,稳定 性 和 Lax 定理 来 判断 . Lax 定理 允许 我 们 在 相 容 性 和 稳定 性 成 立 的 条 件 下 
推出 格式 的 收敛 性 , 而 相 容 性 和 稳定 性 通常 较 容 易 证 明 . 本 节 的 日 的 是 通过 具体 移 
例子 来 说 明 如 何 判 断 格式 的 收 合 性 、 相 容 性 和 稳定 性 . 


83.1 收敛 性 
§3..1 初 值 问题 
我 们 首先 考虑 初 值 问题 


| 人 (3.1.1) 
ux,0 = fz}, 一 0 所 所 十 oo 
其 中 函数 ww 和 FF 定义 在 整个 实 轴 上 . 假定 差分 格式 为 


{2 = Gr 


| | (3.1.2) 
wi = fAT), j= -00,... ,0 


其 中 n 为 时 间 指 标 , j 为 空间 指标 , 时 间 步 长 为 Ab 空间 步 长 为 Ax. 首先 定义 差分 
方程 (3.1.2) 的 解 uw? 逐 点 收 但 到 偏 微分 方程 (3.1.1) 的 解 的 概念 - 
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定义 3.1.1 差分 格式 Liu? = GG? 是 近似 偏 微分 方程 Lu 一 已 的 一 个 逐 点 收 考 
格式 , 著 对 任何 了 和 由 当 ArAt 一 0 且 (AznAh 一 (和 时 ,有 1 一 MUz 计 ， 


例 1 证明 下 烈 差 分 格式 


Wt = (1 ~ 2r)w? + rl + un) 


u7 = fAx) 
的 解 {其 中 r+ 一 vAt/Axz?, 0 <r < 拉 逐 点 收 敏 到 初 值 问 题 
vs ER,i>0 


ur 0 = fr), eR 
证 明 设 wizx, 丰 是 初 值 问题 (3.1.5)~(3.1.6) 的 精确 解 , 令 
2 = ujAT, nA 


由 式 (2.6.15)( 取 fr = 0) 可 知 


Du Du, 
(Fr) 一 以 和 
人 十 1 ,nn 
_ 也 i 六 1 nn 性 2 
= Ra (ut —2u7 + Hu 1) + OA + OAR”) 


i 故 由 方程 (3.1.5) 知 , 有 
uy = 2 + ru tu 1) + O(AF) + O(AtAr?) 
其 中 = 5. 将 方程 (3.1.9) 减 去 (3.1.3) 知 闻 满足 
2 (1 Zr) + re + 1) + O(AtY + OCAtAz?) 
车 0<r< 3, 则 方程 (3.1.10) 中 右 端 的 系数 非 零 , 于 是 


| 和 | (2r)lz| +rla trl | + C(At + AtAr?) 


一 
3 
i 

mm 


(3.1.5) 


(3.1.6) 


(3.1.7) 


(3.1.8) 


[3.1.9) 


(3.1.10) 


(8.1.11) 


其 中 机 是 常数 ， 因为 假定 全 的 高 阶 导数 it 和 Unrer 在 下 x [9, 玫 上 一 致 有 界 . 对 上 


式 取 7 的 上 确 界 , 令 Z" = sup|2?|, 则 得 
-1 
Zt Fr OA + AtAz?) 
应 用 (3.1.12) 式 , 有 
2 4 OA + AtAz?) 
m2 oOAR + AtAr2) 


| 


& ZI tNnC(AR + AtAr?) 


ty 
当 
A 办 
I Ny 


(3.1.12) 
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因为 了 = 0, |w? 一 (Ax,nAt)| < 27, 所 以 
| 一 WAzPAHi 委 PaAtCIAE+TAz2 = 0, At,Ar 0 


因此 , 对 任何 z 和 所 当 AbAz 一 0 时 , 且 使 (Az,nAt) 一 人 2 有 有 ww? 一 4(z, 太 . 
所 以 当 0 < > < 3 时 , 差分 格式 是 逐 点 收敛 的 ， 


口 
通常 逐 点 收敛 较 难 证 明 , 且 不 如 一 至 收 语 常用 ， 下面 给 出 一 致 收 伍 的 概念 ， 在 
虑 (jAz,nAt) (7 = 一 00,… ,00) 处 , 令 差 分 方程 的 解 向 量 为 w* = 《{… ,wn 
,7 微分 方程 的 解 向 量 为 om = ,vv 
定义 3.1.2 在 tt 处 近似 偏 微分 方程 Lu 一 下 的 差分 格式 Jw? 一 G3 是 一 个 收 
化 格式 , 若 对 任何 +, 当 Ax,At 一 0 且 nAt 一 t 时 ,有 


ji — vw = 0 (3.1.13) 


注意 在 定义 3.1.2 中 , 当 具 体 讨论 收 和 伍 性 时 , 范 数 必须 具体 指定 ， 另 外 , 注意 定 
义 3.1.1 与 定义 3.1.2 的 差别 . 在 定义 3.1.1 中 , wu? 收 伍 于 w(z,t) 的 速度 在 不 同 的 = 
或 7 处 会 有 很 大 变化 . 而 存 定义 3.1.2 中 , 若 wr 依 某 范 数 接近 于 vw”, 则 我 们 知道 对 
所 有 的 j, 好 一 致 收 化 于 w(jAz,nAt). 

收 伍 的 快慢 依据 收 伊 阶 来 衡量 . 下 面 给 出 (p,q) 收 敏 阶 的 定义 . 

定义 3.1.3 近似 偏 微分 方程 Lu = 已 的 差分 格式 Lu? = GY 是 一 个 (p,q) 阶 
的 站 鼓 格式 车 对 任何 六 当 Ax,At 一 0 且 nAt -+ 时 ， 


la 一 加 | = O(Az?) + OUAt9] (3.1.14] 
也 . 即 存 在 常数 C 使 得 
lu 一 | CAr? 十 六 在 ) 
83.1.2 初 边 值 问题 


初 边 值 问题 差分 格式 的 收 伍 性 与 初 值 问题 差分 格式 的 收 敏 性 的 差别 在 于 室 间 的 
不 同 , 假如 考虑 [0,1] 区 间 上 具有 Dirichlet 边界 条 忻 的 差分 格式 


Liu? = OF 

ui = fAr), j=0,...,M 
udp n= 1,2, 
UR.0 路 = 1,2, 


这 里 取 Azx 一 元 由 该 格式 可 求 得 任 一 时 间 层 n 上 的 差分 解 


us, j=, ,M1 
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显然 , 这 是 一 个 有 和 限 维 空间 问题 , 空间 是 M -1 维 的 . 四 为 随 着 Az 减 小 Mi 增 大 , 所 以 
要 在 合适 的 空间 中 来 定义 收敛 性 . 为 此 , 考虑 任何 一 个 前 分 序列 {Azxj}(7 = 1,2.…) 
使 得 当 了 一 ee 时 , Ax; 一 0. 令 号 是 一 个 与 Axz; 相关 的 范 数 ( 记 为 | ||;) 的 有 限 
维 赋 范 空间 , 则 可 定 交 如 下 初 边 值 问题 的 收 黎 狂 . 

定义 3.1.4 近似 一 个 仿 微 分 方程 初 边 恒 问 题 的 差分 格式 称 为 站 数 的 , 车 对 任何 
前 分 序列 {Azj}, 当 了 一 oo At 一 0 且 naAt 一 t+ 时 ,有 


fo -om 和 一 0 3.1.15) 


例 2 证 明 对 0<r< 2， 差分 格式 


ut 一 民 一 杂记 十- 十 2 ng {3.1.16} 
Uti wut!=0, n20 (3.1.17) 
w= Am), j=0,. ,MM (3,1.18) 
以 上 确 界 范 数 收 伍 到 初 边 值 问题 
= /5 rel0,1),t>0 (3.1.19) 
u{z,0) = fz), x el0,1 [3.1.20) 
wd, = ut} =0, t>0 (3.1.21) 


证 明 证 明 讨 程 与 初 值 问题 的 情况 类 似 ， 除了 向 其 的 长 度 是 有 限 的 且 是 变化 的 . 
假定 用 Ax; = 和- 的 均匀 网 格 列 分 , 则 有 M; 一 1 个 结 点 , 令 X; 是 Mj -1 维 向 量 


空间 , 上 确 界 范 数 为 


上 (aaaooe 一 sup | {3.1.22) 
1gjEMj -1 
和 崩 令 
2 = LAr, NAN (3.1.23) 


则 由 前 面 例 1 知 闻 满 足 ， 


2 = (1 —27)27 trepi te 1) + OAF) FOALAR), j=1,...,M;—1 (3.1.24) 


了 


若 0< rs 5, 则 (3.1.24) 式 右 端的 系数 非 负 (注意 区 和 z%, 为 零 ) , 于 是 


znt1| & (1 — 2r)la?| triapi| + rl | + CAR + AtAxY) 
< jz 二 CAB TAtAz3) 


人 .2 相 容 性 -93 ， 


从 而 
n 站 呈 到 
za?) 9 + nC(AR + AtARY) 


注意 z = 0, 对 这 个 不 等 式 取 上 确 界 模 , 并 记 


ry zh) ge = 2" 1 = sup || 
1&j& Mi! 
得 
za & NACA Ax?) {3.1.25) 
其 中 zx* = (2P ,+ ,ZN 1). 因此 , 当 Az 一 0 且 PmAt 一 及 了 -oo 时 
lu 一 ee 下 (3.1.26) 
即 格式 收 合 . 


注意 , 定义 3.1.2、3.1.3 和 定义 3.1.4 很 容易 推广 到 多 维 情况 . 例如 , 对 二 维 情况 ， 
解 向 量 wu" = fei, 空间 网 格 点 用 两 个 指标 j,k 来 表示 , 该 向 量 也 可 看 成 一 个 一 维 
向 量 . 


83.2 相 容 性 
33.2.1 初 值 问题 


考虑 偏 微分 方程 Lu = 下 与 其 相应 的 差分 近似 L?u? = G 之 闻 的 相 容 性 . 首先 
给 出 逐 点 相 容 的 定义 . 

定义 3.2.1 差分 格式 LYu? 一 G3 与 微分 方程 Lu = 下 在 点 (zx, 让 处 是 逐 点 相 
容 的 , 若 对 任何 光滑 函数 让 = (x, 科 ， 当 Ax,At 一 0 且 (jAx,nAt) 一 (rz 站 时 ， 


(LO—F)? [L0GAT,n) -GH 0 (3.2.1) 
特别 地 , 在 (3.2.1) 式 中 , 车 选择 gw 是 偏 微 方程 的 解 w(x, 如 , 则 (3.2.1) 式 变 为 
Lu -G7 0 DAt 一 0 (3.2.2) 


式 (3.2.2) 常用 来 检验 格式 的 逐 点 相 容 性 , 下 面 给 出 一 个 更 强 的 相 容 性 定义 , 即 
模 相 容 的 定义 , 假如 可 以 将 两 层 格式 写成 


utl ~ Qu” + AtG” (3.2.3) 
其 中 


no 2 1 TT 
C= 1 


GG" =(..: Ga 
其 中 @ 是 一 个 作用 在 适当 空间 上 的 一 个 算 子 . 
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定义 3.2.2 差分 格式 (3.2.3) 与 偏 微分 方程 关于 .|| 是 相 容 的 , 假如 偏 微分 方 
程 的 解 y 满足 
t= Qv + AtGT 十 AtTr" (3.2.4) 


及 当 Ax,Aft 一 0 时 
lr*|| = 0 (3.2,5) 
其 中 im 表示 该 向 量 的 第 7 个 分 量 是 v(jAr,nAt). 
模 相 容 性 是 使 癌 基 7* 的 所 有 分 量 以 - -种 一 致 的 方式 收 傅 到 零 ， 假 如 逐 点 相 容 
性 用 于 (3.2.2) 式 , 则 等 价 于 当 Az, At 一 0 时 , fr 一 0， 因 此 , 两 种 定义 的 差别 在 
于 7" 收 合 异 堆 是 分 量 方 式 还 是 向 量 方式 . 差分 格式 的 阶 是 根据 r" 趋 于 零 的 阶 来 
定义 的 . 
定义 3.2.3 差分 格式 (3.2.3) 是 {p,9) 阶 精度 , 假如 
| = O(Az?) 二 DAb] (3.2.6) 


其 中 称 T" 或 7" 称 为 截断 误差 ， 
容易 看 到 , 假如 格式 是 (p,qg)(p,q > 1) 阶 的 , 则 它 是 -- 个 相 容 的 格式 , 另外 , 假如 


一 个 格式 是 ( 模 ) 相 容 或 (p,q) 舱 的 , 由 该 格式 是 逐 点 相 容 的 ， 
例 1 讨论 显 式 格式 


utl an U1 2 
A (3.2.7) 
与 偏 微分 方程 ， 
2 ~ vo oo<zcoo (3.2.8) 
的 相 容 性 . 
解 为 证 明 相 容 性 将 (3.2.7) 式 写成 (3.2.3} 式 的 形式 , 即 
wrt 二 十 TU 一 20 十 9 1) (3.2.9) 
其 中 了 = vO 根据 定义 3.2.2, 令 v 是 偏 微分 方程 (3.2.8) 的 解 , 旭 
Atr = vt [wrt+r(y 2 一 208471 十 1) 
Ph 所 
= 李 + (全 ALT 50AztS 
non + Ba a 4 
-人 +r + (A 人 机 i -vnAD) A 
nn 昌 27 ,Az dv 
和) 


33.2 相 容 性 73: 


Ov 

a 

re nAt) Oe 

pe 日 27 po 
一 (这 一 Ye 上 上 十 一 一 


-onAb 全 2 At vn (2 nAD) 3 At (3.2.10) 


其 中 4, zi,z2 是 Taylor 级 数 余 项 中 的 适当 的 点 . 由 于 vw 一 vvzz = 0, 所 以 


ac2u At Ow dv 
他 一 3Az, th) 7 —v[A {zi1,nAt) + (casnAD] SE (3.2.11) 


Dy O02v ,. ) 人 SE 

7At 一 a 3)7+ BAT, ti) A 
1 

"Br Br 

Ad2 

ojAr, 人 二 


了 4 
La, nAt) SE 


假定 2 和 oY 在 民 x |[0,to](to > 如 上 一 致 有 界 , 则 差分 格式 在 上 确 界 模 即 


lll = 1 ,wn wou) = sup lusl (3.2.12) 
一 


的 意义 下 ， 态 (2, 1) 阶 精度 的 ， 从 而 也 相 容 . 
8 
假如 3 和 37 对 任何 Az 和 At 满足 
on 局 
》， | 让 中 < oa 


j=~o%0 


Do 有 4 之 
》 [区 < Co < oo 


了 -ea 


其 中 Ci、C2 为 其 常数 , 则 差分 格式 关于 is 模 即 


| 地 | = | ,1 Wo, 017) 一 { 3 | 上 [3.2.13) 
1=— 0 
是 (2,1) 阶 精度 , 从 而 也 相 容 . 
二 
例 2 讨论 差分 格式 
Ut uy HV 
了 Uy 一 一 At 2 get 一 二 +1 (3.2.14) 


与 偏 微分 方程 这 =- vo 十 环 的 相 容 性 . 其 中 品 是 关于 xz 的 二 阶 中 心 差分 算 子 ， 
Frt’ = FGAY, (n+ 1)At). 
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解 优 定 "是 帆 微 分 方程 的 解 , 进行 下 面 的 展开 


+1 v9 一 人 1 1 1 1 
PL 所 J Th Te 1 Ty 
Civ C— 一 + vr — EPt 
1 下 十 1 卫士 Ov 十 1 U2 [i 1 {—At)? 
A 一 本 可 一 … 
一 人 下 一 二 ( 杂 AQz 十 (5 二 Oe 
D3 ,1 A Ov, A 本 2 
pd 3 (BE) 
Bw | (ArY? 
ntl 中 十 1 
+ (A) + CA : 
2 tat (—AL) 4 yn (OAT 
(BE a ga 
dv 三 十 】 At 有 对 二 1 Ov mtl 个 2 六 2 所 十 
一 《有 一 本 (3 十 VB a) + 
_At ath A 
— 本 (5 a 一 (5 Ae 
Ht2 1 
ofAp + O(Az?) (3.2.15) 


217 四 了 
因此 , 假定 or 和 5 在 点 {z, 附近 存在 和 有 界 , 由 逐 点 相 容 性 定义 知 隐 式 格 
式 (3.2.14) 是 逐 点 相 容 的 . 
为 了 解 格式 是 否 模 相 容 , 将 (3.2.14) 式 写 成 下 列 形式 


QU = Wu” + AtE™+! (3.2.16) 
其 中 @i = diag{ 一 ,1 十 2x, 一, Q@ = 了 是 单位 矩阵 ,7 = uA. 再 将 (3.2.15) 式 写成 
Qi0™T! = Qo + AtEF™H! 4 AtFr (3.2.17) 
其 中 F* 是 G32.15) 中 的 误差 . 出 
1 = Q7Qv" + AtQT I Ft! 二 At 本 TI (3.2.18) 
于 是 根据 定义 3.2.2 或 3.2.3, 有 
lr" = 87 7 < er ze" (3.2.19) 


假如 当 Az, At 一 0 时 , |IQ7T 川 一 致 有 异 , 则 格式 关于 || .的 相 容 性 由 fm 确定 . 
因此 , 假定 偏 微分 方程 适当 的 导数 有 界 , 则 差分 格式 (3.2.14) 关于 上 确 界 范 数 精 
确 到 (2, 1) 阶 . 
假如 对 任何 Az 和 At 导数 全 > 和 Lt 满足 


Ort 


> [el <Cl<oo 


一 一 6 
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po 有 ， 世 
bp [Gay < CI < oo 
了 一 一 所 


其 中 Gi、 Gs 为 某 正 常数 , 则 差分 格式 (3.2.14) 关于 2 模 相 容 (只 要 QT1 关于 模 
有 界 ) . 


口 
例 3 验证 方程 络 - 分 # = 0 在 (jAz,nAt) 的 差分 格式 
utl ol un 2 Burt (1 Ou] + 
J i I+! 了 jl 一 
2At Am 9 (3.2.20) 
在 GAr,nAt) 寻 的 局 部 截 贿 误 差 为 
A Dw Ar? Btu 2At Du AF Ou 


A 4 4 : 
+ O(R + A + Ar') (3.2.21) 


Ca 1 ot Danat An Be 
讨论 (1)At = rAz，(2)At = rAz? 两 种 情况 下 差分 格式 与 方程 的 相 容 性 . 其 中 > 是 


一 个 正常 数 ,8 是 一 个 变数 ， . 
解 将 ww 在 点 (Arnah 处 展 成 泰勒 级 数 


可 


有 A Du Ar nu 
机 
n du, Ar ,Ou A Pu 
ty 


du At2 ,Ou A Ou 
如 十 上 ,nn Tn Te 位 


2 Ea 
Cd 
将 上 面 四 式 代 人 (3.2.20) 式 , 可 得 局 部 截断 误差 Ry 为 


Ou Hu, TAB 2 » 2At Ou 
6 Des 12 r+ 


EL 


5 = (Br -Ba 
A Ou A 
ra Ha tO(Rz + A + As) (3.2.22) 
由 于 铝 - 全 =0, 即 截断 误差 (3.2.21) 式 . 下 面 考 虑 相 容 性 
(1) At = 了 从， 
当 Ab Az 一 0 时 , 局 部 截断 误差 RY 为 
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当 9 关 二 时 , 第 三 项 趋 于 无 穷 , 当 9 = 志 时 , 如 为 


Ht dr2 “ Ot 
在 这 种 情况 下 , 有 限 差分 方程 与 下列 双 有 曲 型 方程 相 容 


因此 , 当 At = rAz 时 , 有 限 差分 格式 不 与 如 -2 -0 相 容 . 
(2) At = rAx?. 
当 AtAz 一 0 时 , 局 部 截断 误差 R? 为 


au 2 Du 


当 8 关上 时, 差分 格式 与 下 面 抛物 型 方程 


Rr — [> 


2 


au 


相 容 , 因此 当 At = rAz2 并 且 当 日 仅 当 日 = ， 时 , 差分 格式 与 给 定 的 微分 方程 相 容 . 


$3.2.2 初 边 值 问题 


DQ 


初 边 值 问题 的 逐 点 相 容 性 与 初 值 问题 的 逐 点 相 容 性 一 样 , 除了 要 考虑 边界 条 件 
的 近似 . 初 边 值 问题 的 模 相 容 性 要 在 有 限 维 空间 序列 Xi 中 考虑 范 数 1| - ||;. 定义 也 


类 似 , 只 要 将 定义 3.2.2 和 3.2.3 中 的 范 数 || -| 换 成 范 数 序列 || . ||; 即 可 . 


例 4: 讨论 差分 格式 


2 一 (1 一 2r)u? 十 "(Ur 二 231) 7 一 1,- ~ 
un 1-0 


untl = {1 — 2r)ur 十 2rau? 


与 初 边 值 问题 


0 
= 5 rel(0,1),1>0 
u(t}—0, t>0 


(3.2.23) 
(3.2.24) 
(3.2.25) 


(3.2.26) 
[3.2.27) 


(3.2.28) 


$3.2 相 容 性 ,77 ， 


解 ”由 前 面 我 们 知道 ， 差 分 格式 (3.2.23) 是 一 个 OA + O(Az) 精度 格式 ， 
而 (3.2.25) 式 是 一 个 O(Ax?) 精度 的 格式 ， 因 此 差分 格式 (3.2.23)~(3.2.25) 对 方 
程 (3.2.26)~(3.2.28) 是 一 个 O(At) + O(Ax?) 的 逐 点 相 容 近似 . 

现 考 虑 模 相 容 性 . 将 差分 格式 (3.2.23)~(3.2.25) 写成 


= ur (3.2,29) 
其 中 um = (5 ,UR 1), 


1—2r r 


ll—2r 了 (MDxtM_L) 


显然 , 现在 考虑 的 空间 是 M - 1 维 . 设 » 是 初 边 值 问题 (3.2. ~ 2.28) 的 解 , 则 相 
应 有 

= QV" 十 At [3.2.30) 
将 (3.2.29) 式 等 成 下 面 的 挎 阵 形式 我 们 已 经 知道 当 了 = 1,… ,对 -1 时 ,r? 是 OUAN+ 
O(Azx?) 量 . 下 面 考虑 了 =0 时 的 情况 , 由 式 (3.2.30) 得 

At 三 如 人 (1 一 2 一 2 人 
Ov At 

(Bl 

2 2 
{27 A 
Ov Ba nt vArTAt Pv,. 
Bx 


Ow nh Th 
二 (a7) -A ] At — 2rAr(— 


利用 (乳癌 =0 和 (名 六 一 (v2 六 一 0, 得 


nA Ca 站 
B= (B+ (3.2.31) 


尽管 对 点 j=1,.…,M 一 1， 闫 分 覆 式 是 aa + OfAz2?) 阶 精度 , 但 在 了 = 0 点 处 ， 
仅 是 O(At) + O(Azx) 阶 精度 . 因此 , 差分 格式 {3.2.23] 必 (3.2.25) 关于 上 确 界 模 或 1 
模 是 相 容 的 , 且 精 确 到 O(A#) + OfAz). 
例 5 讨论 差分 格式 
Up (1 2r)u ru ui), = {3.2.32) 
urt!l=0 (3.2.33) 
ur = un {3.2.34) 
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与 初 边 值 问题 {3.2.26)~(3.2.28) 的 相 容 性 , 其 中 + = 关 #. 
解 由 前 面 可 知 , (3.2.32) 式 对 方程 (3.2.26) 是 一 个 O{A0D + OfAc2) 阶 近 似 ， 

而 (3.2.34) 式 对 边界 条 件 (3.2.28) 是 一 个 O(Az) 阶 近似 , 因此 差分 格式 (3.2.32)~ 

(3.2.34) 是 对 初 边 值 问题 (3.2.26)~{3.2.28) 的 一 个 O(At) + OLAz) 阶 乏 点 相 容 近似 . 
下 面 考 虚 模 相 容 性 , 将 差分 方程 写成 


nt 一 人 (3.2.35) 
其 中 wr = (wp) 
1 一 27 rr 
Tr 1—2r 了 
0 = . 
1] 一 27 个 
和 1 一 27 


如 ww 取 仿 微分 方程 的 解 w 则 (3.2.35) 式 成 为 
Ut = Qo + AtT™ (3.2.36) 


与 .上 例 不 同 的 是 , 现在 考虑 的 空间 是 对 - :1 维 空间 . 易 知 , 结合 边界 条 件 后 , 当 j = 
2 ,MM 一 1 时,(3.2.32) 式 是 OCAt) + OC(Ax?) 阶 精度 , 当 j= 1 时 ， 


urt!1 一 {1 2r)uT 十 ruy 十 ud 一 (1 一 r)uT 十 rus (3.2.37) 
下 面 计算 AtrT. 


AtTT 一 vt 一 {(E 一 了 )v? 十 ru} 


nO Hiv, ,At 
= {uf +( 吉 At+ (gi +…] 
du 有 2 4 人 Piy,, Ar3 
一 { 一 汶 呈 十 ro 十 (priArt (ga 3 十 (二 5 十 
ov On A Ov AP Fv, AT Hv, 
(BA A (gt (BE) ~ (B53) + 
(3.2.38) 
因 
入 Ou ,or ,eu Div, (一 入 了 和 2 
0= (5 一 《有 + (gr A + (gs) y+ 
所 以 


By ，、 ,an Ar Bu ， 
(ar) 二 Ar(s)1 一 “(gi + 


§3.3 相 容 性 
将 上 式 代 人 (3.2.37) 式 得 


,Ov,, OZ. 2 sy 
At = (BAt-rArIAr( 3 - (gs) 


Ar? ,Ov 二 Areim A (BY 
2 .82 6 “ri 


rf 十 


2 dr? 
=( 守 一 EE + O(AtAT) + O(AR2) 
二 SOY) + OAtAr) + OLA 
因为 2 - ,2 5 二 0, 所 以 
voy 
r= (3 + OAz) + O(AL) 


"0: 


十 


[3.2.39) 


根据 定义 3.2.2, 差分 格式 (3.2.32)~(3.2.34) 与 偏 微分 方程 (3.2.26)~(3.2.28) 不 相 容 . 


口 


对 不 相 容 的 格式 , 我 们 不 能 根据 后 面 的 Lax 定理 来 证 明 格 式 的 收 化 性 , 然而 该 


[3.2.40) 
(3.2.41) 


(3.2.42) 
(3.2.43) 


略 式 是 收 敏 的 . 
姐 同 在 初 值 问题 中 一 样 , 下 面 再 给 出 一 例 , 说 明 ( 初 ) 边 值 问题 隐 式 格式 的 相 容 
性 比 显 式 格 式 困 难 . 
例 6 考虑 差分 格式 
tl 一 和 全 也 
了 2, ,n+1 
At Ax? Sr 
wntl unt! 一 必 
与 边 值 问题 
一 ElD,1), +>0 
uD,t) = ul,t}=0, +t>0 
的 相 容 性 . 


解 ” 将 差分 格式 写成 矩阵 形式 


Qu"tt Ou" 


(3.2.44) 
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其 中 已 是 单位 症 阵 ， 
]+27 一 省 
—T 1 十 2r r 
Wl = ， . 
— 1+2r 一 
一 个 1 十 27 (M_ Dx 
LAt 


是 + = 2 和 乏 点 相 容 性 如 本 节 例 2 分 析 一 样 . 候车 2 和 2 有 界 ,差分 格式 


与 方程 逐 点 相 容 . 关于 模 相 容 狂 , 由 例 2 中 的 (3.2.19) 式 , 有 


lr < IQ le" 


其 中 ?一 OCAD)+4OC(Az?), 因此 只 要 ||Q7 川 一 至 有 界 , 当 At,Az 0, 有 |r- 0. 
从而 格式 模 相 容 . 其 中 模 或 为 上 确 界 模 , 或 为 ma 模 , 这 依赖 于 对 4 的 导数 的 护 定 . 
首先 证 明 QT 的 上 确 界 模 ||@T!||s。 有 界 . 因为 


Qim = roy + (1 +2r)ay ras 全 


利用 
leslle = assall。 


也 即 对 序列 ao; 的 指标 变换 成 +1 或 -1, 其 上 确 界 模 仍 相等 , 所 以 


|aierlle = | — roi + (1 + 2r)a; 一 ro 


> (1 + 2r)liey||oo — 2rlielloc 


= ||ej||se 
因此 ll9i il 有 界 - ， 
其 次 证 明 | 上 QT 有田 . 因为 1Q7 = eT 其 中 xmin 是 1 的 最 小 特征 
值 , 又 Bi 的 特征 值 为 
A=1+27- 2ro08 革 =11+4rsm2 交 ， 7 了 一 1 ,MMH—1 
所 以 1] 1 
lIQ7 li, = Er 1 
min{1 + 47 sin 3AF 
因此 ll@i Il。 有 界 . 
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83.3 稳定 性 


上 面 讨论 了 相 容 性 和 收敛 性 , 现在 讨论 稳定 性 . 如 在 相 容 性 讨论 中 所 看 到 , 大 多 
数 格式 是 相 容 的 . 证 明 收敛 性 的 主要 目标 是 要 得 到 稳定 性 ， 
对 如 下 形式 的 两 层 格式 


Ut = Our, n20, (n+lAtgT (3.3.1) 


定义 关于 初 值 的 稳定 性 , 


定 久 3.3.1 差分 格式 (3.3.1) 称 为 关于 | ,| 是 稳定 的 , 假定 存在 正常 数 Azo 
和 AAto, 以 及 非 负 常数 玉 , 使 得 


ut g KI (3.3.2) 


对 0<ArgAr 有 OA EA 戌 立 . 


注意 这 是 稳定 性 的 一 种 较 强 的 定义 , 蕴含 差分 方程 的 解 必 须 是 有 界 的 , 有 无 限制 
{nn 二 DAt < 全 均 可 , 然而, 方程 的 解 可 以 随 着 时 间 【不 是 时 间 步 数 ) 增长 , 当 无 限制 
条 件 {fn 十 At < 工时 , (3.3.2) 式 可 用 下 式 代替 


eg Ke (3.3.3) 


其 中 8 是 非 负 数 . 显然 (3.3.3) 式 与 限制 条 件 0 < {n+ DAt < 全 药 合 不 等 式 (3.3.2) 
式 ， 


命题 3.3.1 差分 格式 (3.3.1) 关于 模 站 -|| 是 稳定 的 当 且 仅 当 存 在 正常 数 Am 
和 Ato 以 及 非 负 常数 玉民 得 


De (3.3.4) 
对 0< Ar 所 Arn 0<At 坟 吉成 立 . 
证 明 因为 
wut! 一 Qu™ 一 QQu" 1) 一 他 234m1 一 -二 Ql (3.3.5) 
所 以 
上 la = | < Kl 
- i | 
KK 
lil| 


充分 性 对 所 有 非 零 向 量 |luo|| 在 两 边 取 上 确 界 , 得 


lle™ lls K (3.3.6) 
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必要 性 
Ie") < IQ™T HH hd 
种 不 等 式 (3.3. 和 1 草 含 不等式 [3.3.2) {有 即 稳 定性 ) ， 
口 


注意 ,同样 (3.3.4) 式 草 含 限制 条 件 fa 十 1)At < T， 更 一 般 地 , 车 无 限制 条 
件 (rn 十 At TT 则 (3.3.4} 式 可 由 下 式 代替 


QT wd) 声 Feat 


其 中 8 为 非 负 常数 . 不 失 一 般 性 , 下 面 的 讨论 均 假 定 有 条 件 tn 十 1)jAt < TT 为 某 
常数 ) 及 偏 微分 方程 问题 本 身 的 解 有 界 . 
例 1 证 明 差 分 格式 
人 2) (3.3.7) 


关于 上 确 站 苍 数 是 稳定 的 其 中 = 2 人 为 常数 ). 


解 注意 当 r < 5 时 , (3.3.7) 式 右 端 各 项 系数 为 正 , 所 以 
tt & (1 — 2r)he?| + rh | + rp | < Her leo 
在 两 边关 于 j 取 上 确 界 范 数 , 得 到 z 
lan+ilw < Ila"lloe 


根据 稳定 性 定义 3.3.1, 格式 稳定 . 
口 


格式 (3.3.7) 的 稳定 性 要 求 是 + 一 “全 < >, 在 这 种 情况 下 , 称 它 为 条 件 稳定 , 如 
果 稳 定性 对 At 和 As 无 任何 限制 , 由 称 格 式 络 对 稳定 或 无 条 件 稳定 
例 2 讨论 FTFS 差分 格式 


At 
ut 一 地 一 OR (Wt — 7), a<D (3.3.8) 


的 稳定 性 . 
解 ” 该 格式 是 抛物 型 方程 
Ou 


Or 
可 十 a =0, a<0 (3.3.9) 


关于 上 确 界 模 和 i。 本 的 个 相 容 禄 下。 
将 差分 格式 (3.3.8] 改写 成 


二 {3.3.10) 


83.3 稳定 性 * 83 - 


2 


其 中 r = 一 -. 注意 到 
[en 
> l= St+r)ey — rel 
于 一 一 上 一 一 9 
oe 
< > {+rd| +2 tr | hl ll + rl 
1 二 一 Oe 
Lm 
= 9 +r +2l+r| ht+ Ir) 
了 一 一 5 
Do 
= 人 (1 上 +r| 二 人生 2 lu 
1 一 一 ec 
该 式 可 写成 2 模 的 形式 
uw ls < Killeil, (3.3.11) 


其 中 所 = |1 十 ?| 十 |r|. 重复 该 过 程 n 次 ,得 
ti, & EET I), (3.3.12) 


将 该 不 等 式 与 不 等 式 (3.3.2)(8 = 0 的 (3.3.3) 式 ) 比较 , 必须 求 一 个 非 负 常数 到 , 使 
得 
(+r+ir)"t eK (3.3.13) 


这 一 点 只 要 限制 |1 十 +| 十 |r| 所 1 即 可 满足 , 于 是 取 天 = 1， 因为 r=a 人 <0. 不 难 
得 到 , 这 要 求 [1 +7 所 1+r 即 -lr<0 

因此 , 差分 格式 (3.3.8) 条 件 稳定 , 稳定 性 条 件 是 -1 < +<0 或 -1< a <0. 

口 

关于 初 边 值 问题 的 稳定 性 , 如同 在 收 委 性 和 相 容 性 中 一 样 , 我 们 假定 有 一 空间 
网 格 齐 分 序列 {Azx;}, 从 而 有 一 有 限 维 空间 序列 {XX;}, 其 模 为 || . ||;. 我 们 称 关于 初 
边 值 问题 的 差分 格式 是 稳定 的 , 假如 该 格式 对 模 | .| 满足 不 等 式 (3.3.2) 或 (3.3.3) 
式 . 

例 3 对 初 边 值 问题 


Ou 本 < 全 
总 一 Vr2’ 交 化 (， 1), +>0 (3.3.14) 
vr,0) = f(r), rz E10,1] (3.3.15) 


uf0,D = wt)=0, tn0 (3.3.16) 
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的 差分 格式 ( 取 Azx = 1/M) 


ul = 4rd, j=1,...,M—1 (3.3.17) 
20+ = ut =0 (3.3.18) 
ui = GAL) =0, j=0,.,M (3.3.19) 


证 明 当 > < 3 时 , 差分 格式 (3.3.17)~(3.3.19) 稳定 . 
解 ”考虑 [0,1} 区 间 上 的 任何 一 个 剖 分 序列 {Axj}, 相应 的 空间 为 {X;}, 模 为 
中 jl. 假定 起 为 M5 -1 维 向 量 空间 , 其 中 MjAz; = 1. 现 令 目 . 用 为 上 确 界 模 . 
当 r< 了 时 ,有 


l= 27 + rl + ws) 


< | -27 wl + ru + rl 
< {1 ~ 2r))j dl; + rl 十 了 lw 
从 而 
ll ll & Herr ls (3.3.20) 
重复 利用 该 不 等 式 , 得 


le hs < ll 


因此 , 差分 格式 (3.3.17)~(3.3,19) 稳定 . 


83.4 Lax 定理 

定理 3.4.1 (Lax 等 价 定理 ) ”对 一 个 适 定 的 线性 初 值 问题 , 一 个 相 容 交 两 层 格 
式 收 化 当 且 仅 当 该 格式 稳定 . 

由 该 定理 知道 , 只 要 有 一 个 相 容 的 格式 , 则 格式 收 和 伍 性 和 稳定 性 等 价 . 如 果 相 容 
的 差分 格式 不 稳定 , 则 也 不 收 敏 . 下 面 给 出 一 个 比 上 面 定理 更 强 形 式 的 定理 并 加 以 
证 明 . 

定理 3.4.2 {Lax 等 价 定理 ) 假如 一 个 两 苦 格 式 

Ut = Qu + AtG™ (3.4.1) 


关于 模 ]|.|| 对 一 个 适 定 的 线性 初 值 问题 精 确 到 (p,q) 阶 且 稳定 , 则 该 格式 关于 模 让 .|| 
是 (p,q) 阶 收 敦 的 . 


83.4 Lax 定理 " 85. 


证 明 设 w* 是 初 值 问 题 的 精确 解 , 因为 差分 格式 精确 到 O(Az?) + OCAL89) 阶 ， 
则 w” 满足 


UH = Qu" + AAG +Atr (3.4.2) 
其 中 ||7"|| = O(Az?) + O(At9). 定义 w" = v7 一 47, 则 6" 满足 


wt = Qawr + Atrn (3.4.3) 
重复 应 用 {3.4.3) 式 , 得 


Wtl — 全 ap + AtT” 
= Q(t + Atr™ 1) + Atr” 
= QW + AtQT™T! + Atr" 
ri A re 


(3.4.4) 
j= 
因为 w? = 0, 所 以 


WwW" 一 Aty、 全 77 (3.4.5) 
j=0 
差分 格式 稳定 蕴含 对 任何 j, 存在 非 负 常数 K 满足 


la 【3.4.6) 
在 (3.4.5) 式 两 边 取 模 并 再 利用 (3.4.6) 式 , 得 


Tn 
he < At 2 QA lr 


j=0 


< AtK SHr" di 
71=0 
= AtKY ef 人 一人 Ab(Azz 十 At 
j=0 
n+ AKC (AT? 十 Ai) 


(3.4.7) 
其 中 


C= sup Cls), s= (nm — At 
0a 


Ct{s) 是 与 +"-il| 有 关 的 常数 . 考虑 到 收 伍 性 定义 3.1.2, 取 Azx,At 一 0 且 
(nm 十 1)At 一 t, 这 时 有 


(n+ DAtKC*(E)(AT? + At KC"(t)0 =0 (3.4.8) 
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即 


ja 一 有 
注意 (3.4.7) 式 可 改写 成 


Mt — wt & KOAz? + At?) 


= OUAzz) + O(AE) 


根据 收敛 阶 定义 3.4.3, 收 伍 阶 是 (p,qg) 阶 的 . 
器 ] 


注意 在 相 容 性 和 稳定 性 中 使 用 的 模 应 是 一 样 的 ， 而 且 收 化 性 也 是 关 于 该 模 给 出 . 
前 面 我 们 已 证 当世 > ; 时 ， 显 式 格式 (3.3.7) 到 @,1) 阶 旦 关于 上 确 界 范 数 是 稳 


定 的 . 因此 , 根据 Lo 等 价 定理 342 知 , 当 7 < 一 ] 时 差分 格式 (3.3.7) 关于 上 确 界 
模 是 {2,1) 阶 收 敏 的 . 对 于 初 边 值 问题 的 Lax 定理 , 只 要 定理 3.4.2 中 的 模 || .| 换 
成 上 上 即 可 . 另外, 我 们 看 到 , 考虑 格式 的 相 容 性 仅 考 虚 逐 点 相 容 是 不 够 的 . 

§3.5 稳定 性 分 析 方 法 


本 节 介 绍 差分 格式 稳定 性 分 析 的 方法 : Fourier 级 数 法 (也 称 von Neumann 法 ) 、 
矩阵 分 析 法 和 能 量 法 , 重点 介绍 前 两 种 方法 ， 


83.5.1 Fourier 级 数 法 (von Neumann 法 ) 


考虑 下 曾 实 直线 及 上 的 一 个 初 值 问题 


[i D2 
= 3 zeR, t>0 (3.5.1) 
uz0) = f(z), TER (3.5.2) 


定 兴 苹 关 于 了 的 室 间 Fourier 变换 为 


1 tm ， 

a=- -大 f/ ude rg (3.5.3) 
道 Fourier 变换 为 

“= - 忘 /i df, ber diy (3.5.4) 


假定 偶 微 分 方程 的 解 在 十 ce 处 足够 好 使 得 积分 存在 且 在 士 co 处 为 零 , Fourier 变换 
的 一 个 性 质 是 Parseval 等 式 ， 即 


la cen = Hell car 


83.5 稳定 性 分 析 方 法 .87 ， 
Parseval 等 式 表 示 函 数 的 模 与 其 变换 后 的 模 在 各 自 的 空间 中 相等 . 
为 分 析 关 于 初 值 问题 差分 格式 的 稳定 性 , 需要 考虑 离散 Fourier 变换 . 假定 在 实 
或 复 ls 空间 中 给 定向 量 臣 = 全 Tao 人 和, 定义 


ullis = 


看 特别 强调 空间 离散 步 长 的 影响 , 可 定义 


[| 
ulaz = | 2 lunl?Ar 
T= — ms 


但 这 两 种 模 等 价 , 我 们 不 如 区 分 . 
定义 3.5.1 uwEiz 的 离散 Fourier 变 撞 是 函数 三 E Lzs[ 一 Xf,7], 定义 为 


1 CS 
LE) = -一 一 Eimear 3.5.5 
人 所 = 区 (3.5.5) 
命题 3.5.1 若 和 Els 及 让 是 忆 的 离散 Fourier 变 撞 , 则 
1 ff, 
Um = 一 -一 mea (ed .5. 
a (3.5.6) 
证 明 
1 ™ Im ,~ 
ym el: 
1 T . 2 
= pit >》 etude 
i ;二 
2 je 
1 = evilj-m ]"” 1 < 
7 2 " |. "27" | : 
1 ed . 
一 了 一 rm 一 计 了 一 ?9 
一 Hm Tr E 一 二 二 Ur 
2 2 if rm . 
= mn 


即 
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口 


命题 3.5.2 若 tEi 及 站 是 2 的 离散 Fourier 变 搁 , 则 Parseval 等 式 成 立 , 即 


a a 一 lll (3.5.7) 
证 阴 
alrn = /hire 
1 Lm 
=/ 3 2 之 Ume umdé 
l — —irm 
-i 
=- 二 mw -三 arealod eimea(€)df 
一 > Umiim 一 | 了 | 
即 
| 位 | 一 li {3.5.8) 
加 
回想 在 稳定 性 3.3.1 定义 中 , 若 取 1 能 量 模 , 则 不 等 式 [3.3.2) 变 为 
®t hs < El 《3.5.9) 
但 因为 
| la = lata) = V 全 天 | 位 | 
假如 能 找到 一 个 非 负 常数 五 满足 
[EA A 扩 | PN (3.5.10) 


则 相同 的 KK 将 满足 (3.5.9) 式 ， 当 不 等 式 (3.5.10) 成 立时 , 表示 序列 {an} 在 变换 空 
间 [一 mr 可 中 稳定 . 因此 ww 在 1 中 的 稳定 性 可 通过 其 离散 Fourier 变换 在 其 变换 
空间 5o[--7,7] 中 来 考虑 . 因此 , 我 们 有 下 述 定理 . 


定理 3.5.1 序列 fan}y 在 12 中 稳定 当 且 仅 当 序列 fan+ 在 [as[ 一 T,T| 中 稳定 . 
例 1 分 析 初 值 问 题 (3.5.1)~(3.5.2) 的 差分 格式 


ut = r+(1— 2r}juy TF ru, 一 00 < 了 < oa (3.5.11) 


$3.5 稳定 性 分 析 方 法 


的 稳定 性 ， 其 中 + 一 人 
解 ” 在 方程 {3.5.11) 两 边 取 离 散 Fourier 变换 , 得 


1 Dm 
有 十 二 一 i175 十 1 
一 一 [5 
= - 订 2 9 
1 < 
= 一 一 外 二 人 一 2 十 放下 
We ( 一】 ) 了 人 了 


VA 


2 V2r ;和 


1 二 - 
元 - >》 e Jin 1 十 (1 一 2ran 人 (人 0) + » e sean, 


下 j 二 一 oo 了 一 一 cc 


1 1 So 
jn —irm1)é 
- 2 了 二 1 一 -7 tm 
和 一 oo 


oo 
ce 二 这 _- 1 J 地 2 et n 


lg 


利用 上 式 , (3.5.12) 式 可 化 为 
T(E = re i"(é) 十 (一 2r)an(E) + resinte) 
= [re + (1 — 2r) 十 ret 人 6 
= [2r cosé + (1 ~ 2r)]a"té) 
= (1 ~ dr sin: $)ian(é) 


在 方程 (3.5.14} 中 ,tm 的 系数 


G{E) 1— 4r sin’ $ 


.Bg - 


i 1+(1-27) 元 i eién +t" 人 eu 1 


(3.5.12) 


(3.5.13) 


(3.5.14) 


(3.5.15) 


称 为 差分 格式 (3.5.11) 的 象征 ， 也 常 称 为 传播 因子 或 增长 因子 . 增长 因子 也 常 记 


为 G(E ,以 强调 与 时 间 步 长 At 有 关 . 应 用 (3.5.14) 式 n+1 次 ,得 
让 LE 一 人 一 4sin? SnHa0 人 ) 


注意 若 限 制 > 满足 6 


(1 —4r sin 


(3.5.16) 


(3.5.17) 
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则 不 等 式 (3.5.10) 满足 , 其 中 K = 工 由 (3.5.17) 式 解 得 r < 5 因此 < > 是 稳定 
当 了 > 3 时 ,至少 对 某 些 &, 如 = 我 们 有 


47rsin2 >2 
"Hn 


或 
|1 — dr sin® 2 >1 {3.5.18) 


从 而 对 任何 At (只 要 (n+1)At 要 和 Ax, 只 要 "保持 常数 且 大 于 对 足够 大 
的 nn 值 均 有 
所 — dr sin’ 了 > 下 (3.5.19) 


其 中 KK 为 任意 正 数 . 因此 条 件 (3.5.17) 也 是 稳定 的 必要 条 件 . 因此 ,+ < 3 是 差分 格 


式 (3.5.11) 稳定 的 充分 必要 条 件 . 再 由 Lax 等 价 定理 知 , + < 3 也 是 该 格式 收 伍 的 充 
分 必要 条 件 


口 
例 3 考虑 偏 徽 分 方程 
党 ta 一 D, 避 之 吕 (3.5,20) 
的 差分 格式 
ut = {1+r)u — ru 7=0,+1,+2,..… (3.5.21) 
的 稳定 性 , 其 中 "=a 他. 
解 ” 易 知 对 (3.5.21) 式 作 离散 Fourier 变换 , 得 
UTE) = (1 + re (é) = [1 +7) -reost ~ irsint)d"(é) 
于 是 
GE)=1+r recost— irsing 
为 满足 不 等 式 (3.5.10), 必须 使 1Gf6| < 1. 因 


IGE = 0 +r -2r(l Fr)cost +r ,7,7] (3.5.221 


关于 微分 , 并 令 其 为 零 


AlG(OF 


Be 2r{l +r)sint=0 


$3.5 稳定 性 分 析 坟 法 “91 - 


从 而 知道 = 存 0 和 + 处 可 能 取得 极 大 值 , 又 
iGO = 1， (十 7)| = 1 十 27| 


所 以 要 求 11 +T2r| 所 1, 因 ** <0, 所 以 解 得 格式 (3.5.21) 的 稳定 性 条 件 为 7 宕 一 1, 
口 
例 3 分 析 差 分 格式 


ni 二 tl nt+l +1 
—aruii + (1+ 2arjuy — aruyri 


= (1—arvi+[l~20 -or +(l- or, j=0,+1,... (3.5.23) 


的 稳定 性 , 其 中 a < [0, 1]. 
解 对 (3.5.23)] 式 两 端 作 离散 Fourier 变换 , 得 


—Ore ttl 王储 十 er 站 n+1 — are 这 在 n+1 
= (1 ~ ore -区 十 [1 一 2 — era + {1 — oresa” (3.5.24) 
化 简 得 
tl 一 GE (3.5.25) 
其 中 


1 — 4(1 ~ a)r sin? t 


GI€) = (3.5.26} 


1 十 4ersin 2 


下 面 求解 不 等 式 1G(6| & 1. 可 以 直接 求解 , 也 可 以 采样 下 面 的 方法 . 计算 G(E) 对 
的 一 次 导数 , 并 令 其 为 零 


Ee —4r sin - COS > 

一 一 二 一 一- 一 一 于 一 上 

OE 1 + 4or sin* 2 
得 到 极 值 点 £ = 0, 十 r. 注意 

G0) =1, G(r) = -0 了 2 
易 知 , 二 和 4 -er < 1 恒 成 立 , 所 以 由 
十 4ar 
—4(1 — oa)r 


(3.5.27) 


解 得 
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当 ma 交 > 7 >0 时 , (3.5.27) 成 立 , 即 |G(AY| 1. 
时 上 1 -上 


因此 , 当 a > 了 时 , 格式 (3.5.23) 无 条 件 稳定 ; 当 a < 二 时 , 格式 条 件 稳定 , 稳 


定性 条 件 为 + < 5 二 二 
例 4 考虑 偏 微分 方程 
+ i>0,reR (3.5.28) 
的 差分 格式 
Ut = ru 1 + (1 27 +bAt)u + ru = 土 1,.…- (3.5.29) 
的 收 敏 性 . 
解 与 前 面 一 样 , 可 求 得 差分 格式 (3.5.29) 的 象征 , 为 
GE = (1 ~ dr sin? 2) 十 At (3.5.30) 
由 例 1 的 计算 知 当 > < 3 时 ， 
[0 — dr sin? >) +bAt 1+bAt < eat (3.5.31) 


因此 , 我 们 得 到 
i lest rn S eNet nn S est dt, a < KN 


其 中 下 = e 困 , 且 假 定 0 < (n+ 了 0At < TT 即 序 列 -{f7} 在 5z[--n,x] 中 稳定 , 由 定 
理 3.5.1 知 , 格式 (3.5.29) 关于 已 模 稳定 , 稳定 性 条 件 是 + < ;- 
口 
注意 例 2、 例 3 和 例 4 由 |G(é&)| < 1 求 得 的 稳定 性 条 件 都 是 必要 条 件 , 但 由 下 
面 的 讨论 我 们 将 看 到 , 这 三 例 中 的 必要 条 件 也 都 是 充分 条 件 , 因为 所 考虑 的 差分 格 
式 都 是 两 屋 格 式 . 
定理 3.5.2 盖 分 格式 
n+L 一 Ou [3.5.32) 
关于 bo 模 是 稳定 的 当 且 仅 当 存在 正常 数 Ato 和 Axro 及 非 仙 常数 所 使 得 


[4 (3.5.33) 


对 0< At 所 Ato0 < Az Aro 和 所 有 £5 E [rz 成立, 其 中 Cre 是 差分 格 
式 (3.5.321 的 象征 ， 
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证 明 必要 性 对 (3.5.33) 两 端 同 乘 友人 2 然后 隔 端 从 一 x 到 7 积分 , 也 得 序 
列 {&"*} 在 三 [一 fr 如 中 稳定 , 由 定理 3.5.1 知 , 序列 {ww?] 在 2 一 AT] 中 稳定 得 证 . 

充分 性 ”用 反 证 法 . 已 知 差分 格式 关于 1s 模 稳定 . 假定 对 每 个 K, 存在 一 个 与 
使 得 

[Gt > EK (3.5.34} 
因为 假定 G(&) 是 连续 的 , 所 以 我 们 能 找到 一 个 甘于 的 区 间 五 ,使 得 不 等 式 (3.5.34) 
对 所 有 £ & I 满足, 选择 一 个 在 区 间 外 为 零 的 函数 95 对 方程 (3.5.34) 两 端 
乘 以 20(8)? 并 从 x 到” 对 积分 ,得 
Ge a > KH 
也 就 是 我 们 找到 了 一 个 £&; 和 部 , 使 得 序列 i"[E) 不 稳定 , 即 
eT (rt a) > EN (és,n) 


由 定理 3.5,1 知 , 格式 关于 5 不 稳定 , 这 与 已 知 条 件 矛 盾 . 


口 
定理 3.5.3 差分 格式 
vtl 一 全 an (3.5.35) 
关于 [2 模 稳 定 , 当 且 人 权 妆 存在 正常 数 At0, Axo 和 局, 使 得 
GE E11+OAt (3.5.36) 


对 日 < AtS At00 < Az < Azo 和 所 有 Ee [7,r] 都 成 立 ， 
证 阴 必要 性 ”因为 
IGCC & 1+ CAt & eo 


所 以 


|G 人 SP+1 < ettl}CAt Ee eT 一 政 


这 里 0< (+HAtsT. 因此 根据 定理 3.5.2 差分 格式 稳定 , 
充分 性 用 反 证 法 ， 假 定 条 件 (3.5.36) 不 满足 ， 也 即 对 每 个 0 > 0 存在 一 
个 二 E [一 ,7 使 得 
[GE > 1 + OAt 
选择 一 个 序列 {Gj} 使 得 当 了 一 oo 时 , 0; 一 eco, 于 是 有 


1G(EeJ 一 Do 一 oo 


因此 , |G(&o)|"t! 无 界 , 由 定理 3.5.2 推出 格式 稳定 , |G{E)|*+! 有 界 , 矛盾. 
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图 

不 等 式 (3.5.36) 称 为 von Neumann 条 件 . 由 定理 3.5.3 知 , 对 两 层 格 式 ， von 

Neumann 条 件 是 格式 稳定 的 充 要 条 件 . 但 对 多 层 格式 仪 是 必要 条 件 , 若 差 分 格式 不 

等 式 满足 von Neumann 条 件 , 则 格式 不 稳定 , 或 假设 格式 稳定 , 则 必须 满足 von Neu- 
InAaAnn 条 件 . 


定理 3.5,4 落差 分 格式 
二 一 Qur [3.5.37) 
稳定 , 则 差分 格式 
vtl = (0 + bAtT)a” (3.5.38) 
对 任何 数 b 稳定 
证 明 显然 , 差分 格式 {3.5.38) 的 象征 为 
G+bhAt 


其 中 G 是 差分 格式 (3.5.37) 的 象征 ， 假如 差分 格式 (3.5.37) 稳定 , 则 由 定理 3.5.3 知 ， 
对 某 个 CC,G 满足 
IG 14+CAt 


因此 ， 1 满足 
ea 和 |IGI 二 HA 和 1+CCT+ 人 DAt 


再 次 使 用 定理 3.5.3, 知 差分 格式 (3.5.38) 也 稳定 . 
中 
上 上 面 考虑 的 是 初 边 值 的 Fourier 级 数 法 的 稳定 性 分 析 , 如 (3.5.5) 式 所 示 ， 高 
散 Fourier 变换 是 定义 在 整个 实数 轴 及 上 . 对 初 边 值 问题 ， 首先 要 率 用 周期 延 岳 
拓 的 方法 , 将 丽 数 延 拓 到 整个 实数 轴 , 然后 再 用 离散 von Neumann 方法 来 分 析 . 
现 考 虑 如 下 初 边 值 问题 


Du Hu 
u{0,t) = ut =0 (3.5.40) 
v(x,0) = flr) (3.5.41) 
的 差分 格式 
up = r+ +0 一 2 人 二 ra j=1,..…,M-1 (3.5.42) 
ur l=0, urti=0, n=0,1,2,... (3.5.43) 


Uh = fA j=0,... ,MM (3.5.44} 
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的 稳定 性 , 其 中 > = 人 5 
设 如 是 定义 在 线 点 ) 0,.… ，M 上 的 离散 值 构 和 函数 


和 FAR 生字 
by TT Tt 


a 六 
0 zo<z<zo 二 了 台 zi- < 


然后 关于 x = 0 必 奇 延 护 , 再 周期 性 地 延 拓 到 整个 实 轴 上 . 这 样 w*{zw) 就 是 定义 在 
实数 轴 上 周期 为 [1 中 的 周期 消 数 . 再 根据 复数 形式 的 Fourier 级 数 或 定义 3.5.1, 昭 
数 unr{xy 可 以 表示 成 

-5 Onew (3.5.45) 


k=— ne 
其 中 
i : 1 Rr 
站 一 i/ oz 1 dz, kk =D, 二 1,+2. 
Ji 


其 中 z= jAz, 在 CR 上 的 上 标 n 表示 C 依赖 于 上 假如 要 求 函 数 (3.5.45) 在 每 个 
结 点 土 满足 方程 (3.5.42), 则 得 


De 
-1 i 
4 = 2» Ontlel 至 
上 一 一 De 


= ru tl 27 0 +r 


ee 


三 一 Qo 是 二 一 上 上 = 一 a0 


2 
一 > CR ~ drsin’ KrAz,) 1 
上 二 一 oe 
所 以 
9 Curie - ~ on in2 KAT 
Hi = >», OR — dr sin 


=o 上 = 一 0 


两 边 乘 以 es 再 对 大 从 ~-oc 到 oo 求 和 , 得 


ye 


Ont ~ OF(L — drsin’? 2) (3.5.46} 
方程 (3.5.46) 表示 Cx 作为 函数 的 一 个 方程 . 令 
Oo, A = 1 drsin:(ogAr), c= 4 {3.5.47) 
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于 是 由 (3.5.46) 式 得 
Ee*t = CG Hs, < Cb |Gn"+i 


要 使 烙 式 稳定 , 必 有 |GI*+t! & (其 中 KK 为 基 非 负 常 数 ), 这 等 价 于 JGl & 1 CA 
因此 由 (3.5.46) 式 可 知 , von Neumann 条 件 正好 是 限制 任意 结 点 的 有 限 Fourier 系数 
不 无 界 增长 的 条 件 . 注意 离散 von Neumann 稳定 人 性 分 析 不 考虑 边界 条 件 , 这 意味 着 
当 边 界 条 件 不 引起 不 稳定 性 时 , 格式 是 稳定 的 . 

实际 上 我 们 还 豆 以 只 考虑 一 个 离散 Fourier 分 量 , 以 初 值 问题 为 例 , 即 考虑 分 量 


一 人 Je (3.5.48) 


其 中 -oo <j 所 oo.E < [~7,7] 表示 任 一 波 数 分 量 , 对 例 1 来 说 , 将 分 量 代 入 (3.5.11) 
式 中 , 得 到 


unt! 一 EY tl eit A 


= Tui_1 十 {1 一 2 十 TUT 
二 ra (te DA 十 {1 2r)ar(t)estar 十 (Eyeitrtaear 


= (EedtAr (re ear (1 — 2r) + redeas) 


由 此 得 到 
D211(E) 一 UE GE, At) 
其 中 


GE, At) = re Ar 十 (1 — 2r) 十 re 这 az 


=1— 2rtl — costAr) 
a Os 


= 1— drsin 


由 |G(é, Ab & 1 解 得 稳定 性 条 件 为 + < 了 1 该 条 件 为 充分 条 件 . 与 前 面 的 例 1 中 的 
结果 一 样 . 
对 初 边 值 问题 的 差分 格式 (3.5.42)~(3.5.44). 可 考虑 级 数 表达 式 (3.5.45) 中 的 任 
一 项 
am(z) = CRe 
即 w? = Cre” ?将 其 代 人 差分 格式 (3.5.42)， 同样 可 解 得 + < 了 


上 面 采 用 Fourier 时 分 量 的 形式 进行 Fourier 分 析 的 方法 称 为 访 散 von Neumann 
稳定 性 分 析 . 
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”在 用 Fourier 级 数 法 分 析 三 层 或 多 层 问题 的 差分 格式 时 , 增长 因子 变 成 增长 矩 
阵 , 根据 前 面 的 稳定 性 分 析 及 


[p(G(lo, Ab 和 = plG™(o, AD] < OG (0, ADI sg E 


再 注意 到 上 式 与 
PC AN) 1+COAt (3.5.49) 


的 等 价 性 , 知 von Neumann 必要 条 件 是 (3.5.49) 式 . 在 某 些 情况 下 , 该 条 件 可 成 为 充 
分 条 件 . 


定理 3.5.5 如 果 对 0 < At < Ato 及 所 有 波 数 og, Glg,Aty 有 界 , 且 @G 的 所 
有 并 个 特征 值 都 位 于 单位 图 内 部 【可 以 有 一 个 除外 ) ,， 即 


A gL1+OAt 
Di E621 i=2.,M 
则 von Neumann 条 件 是 关于 矩阵 2- 范 数 稳定 的 充分 必要 条 性 . 


证 明 为 简单 起 见 , 考虑 三 层 格 式 , 这 时 增长 因子 Gfe, Ab 为 二 阶 矩 阵 . 由 Schur 
定理 1.3.9, 对 矩阵 G, 存在 酉 矩阵 Dr, 使 得 


吾 = TaGT7 {3.5.50) 
B= AL 2 
0 2 


ee 中 | 
0 2 


为 上 三 角 阵 , 即 


所 以 


其 中 pe) 二 b 冤 A 1— 73. 及 = UBUH, 蕉 GG" = UB*UT. 对 本 矩阵 U, 


有 lVllz = I = 1, 所 以 只 需 证 明 Br(o,At) 对 0 < At < At 和 一 切 o 一 
致 有 界 即 可 . 
当 von Neumann 条 件 成 立时 , 存在 常数 Ca, 使 jj 过 G01, 所 以 


Ia & 6] 人 Aol (3.5.51) 


j=0 
由 {3.5.50) 式 知 | 四 有 界 , 又 
Sal < Ts 


i=0 j=1 
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这 样 志 1 是 公 比 小 于 1 的 几何 级 数 ,该 级 数 收 伍 . 因此 , lga| 一 致 有 界 . 又 Ai 


与 Vue 一 致 有 界 , 上 故 B"{o,At) 对 0 < At < Ato 和 任意 oa 一致 有 界 , 也 即 
1Gnfe Ab|> < ee 成 立 , 由 稳定 性 命题 3.3.1 知 , 格式 稳定 . 
口 


推论 3.5,1 车 Glo,At) 有 互 不 相同 的 特征 值 , 则 von Nenmann 条 件 是 关于 手 
阵 2 一 范 数 稳 定 锡 充分 必要 必要 条 件 . 


证 明 因为 G 有 互 不 相同 的 特征 值 , 所 以 在 单位 圆 上 的 特征 值 只 能 有 一 个 , 根 
据 定理 3.5.5, 可 得 结论 . 
口 
为 证 明 最 后 一 个 稳定 性 的 充分 性 定理 ， 先 给 出 如 下 引 理 ， 为 简单 起 见 ， 将 
Gto, 人 At) 简 记 为 Glo). 


引 理 3.5.1 设 fc) 连续 , Glao) 有 nn 个 不 同 的 特征 值 , 则 存在 < > 0, 使 得 
当 gE lo0#,o0++5) 时 ,有 
Dlo) = S(o) 'G(o)S(0) 
其 中 D(a) 是 对 角 阵 , S(o) 是 正规 给 阵 . 
该 引 理 的 证 明 读者 自己 思考 . 
引 理 3.5.2 设 G 连续 , GW(go0) = 五 下 一 D ,天 一 1， toifool 有 mm 个 不 同 
药 特 征 值 , 则 站 在 > 使 得 当 re (co 一 sco 十 E) 时 , 均 有 
Dla) = 5S(oj-lG(ojSta] 
其 中 Dlo) 是 对 角 纸 阵 ,S(c) 是 一 个 正规 矩阵 ,GOfo) 表示 Ga] 关于 o 的 也 阶 导 
数 和 给 阵 . 
证 明 将 Gle) 在 so 处 作 Taylor 展开 , 得 


El 
1 1 
Ge) = 了 >》 ， A -00 + 0- oojkeGfo) 
有 


G 连续 , Gt9)foo) 有 个 不 同 特征 值 , 由 引 理 3.5.1 知 结论 成 立 . 
口 
定理 3.5.6 设 Ge) 是 m 阶 增长 答 阵 , 车 对 任意 波 数 g, 满足 条 件 (1) Go) = 
3 01) Cofo) 有 nn 个 不 同 的 特征 值 , 则 von Meumann 稳定 性 条 
件 是 充分 必要 条 件 . 其 中 GUO fa) 表示 G{o) 关于 的 册 阶 导 教 拭 阵 . 


83.5 稳定 性 分 析 方 法 


证 了 明 _Greo) 满足 引 理 3.5.2 的 条 件 , 故 对 所 有 o e (oo 一 2,o0 十 81, 有 
Dlo) = S(o) Gley5fa) 
于 是 有 
G{o)" = S(o)D(lo)"S(o) 
其 中 对 角 和 矩阵 Ptey 由 Gto) 的 特征 值 构成 . 令 


KE= ax ,NSCo)l Is(o)™ "lh 


再 报 据 won Neumann 茶 件 有 
上 enr(ol & END = Kllp(D(oNB = Kllpt ON & Ker T=K<% 
即 稳定 . 


下 面 考虑 一 个 三 层 差分 格式 的 稳定 性 条 件 . 
例 5 考虑 一 维 热传导 方程 


On th 
一 二 让 一 一 
ot Dr2 
的 五 点 差分 格式 
3 27+ tn 1 un ur 得 2az7 十 CR 
At 2 +t Ar2 


解 “ 该 格式 是 “个 三 层 差 分 格式 . 令 ur! = 四 ,可 将 其 化 为 


了 


了 十 二 
得 下 全 1 二 和 


1 1 
人 -2 up ae) 
2 2 


其 中 + 二 和 从 而 可 写成 


> "| | , I "| | 
0 0| | 0 1| | wr 


设 w? = (wr?,27)7, 则 上 式 可 写成 


2 04 1 |-4r-3 0| so [2r 0| jy fa 1 
tw;_1 十 :十 PT 一 nh 
EE ,| 人 | 0 I o ol | of 


+ 9. 
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令 w? 一 节 (E)eiita 代 人 上 式 , 则 得 


-3-srsn oo 0| iv |4 =-11 
0 | 态 -| 0 上 b 二 


其 中 e = os. 于 是 
4 1 
Wti(¢) = | 3+ 8r | WE) 
1 0 


因此 得 增长 短 阵 次 
4 1 
C= 13+ 8rsin:o 3+4 8rain?o 
] 0 
G 的 特征 值 A 应 满足 方程 
。 和 4 1 
XbAtc=0, b= c= 
te | 3+4 Braino ° 3 二 8rasin2zr 


根据 定理 1.5.1, 欲 使 两 根 按 模 不 大 竹 1 且 其 中 一 根 严格 小 于 1, 应 满足 
bl1—e ic<1 


易 验 证 工 述 不 等 式 对 任意 * > 0 均 成 立 . 因 则 格式 绝对 稳定 . 


83.5.2 短 阵 分 析 法 


上 面 介 绍 了 初 边 值 问题 稳定 性 分 析 的 Fourier 级 数 法 , 对 初 边 值 问题 , 还 可 以 用 
矩阵 法 来 进行 分 析 , 初 边 值 问题 的 差分 格式 可 以 写成 下 面 的 形式 


ut 一 全 ar {3.5.52) 
如 果 是 隐 式 格式 
Qut! 一 Qau” 
则 可 变 成 
u"t! = 7 Qu QO-iur 
还 是 (3.5.52) 式 的 形式 . 根据 命题 3.3.1, 稳定 性 需要 寻找 满足 不 等 式 (3.3.4) 的 K. 


要 计算 8"+? 的 模 是 困难 的 . 车 p(Q) 为 年 阵 Q 的 谱 半 径 , 因为 p(Q) < ll@|| 恒 成 立 ， 
于 是 得 到 下 面 的 结果 . 


§3.5 稳定 性 分 析 方 法 


定理 3.5.7 差分 格式 (3.5.52) 稳定 的 必要 条 件 是 
plQO) E11+CAt 
其 中 C 是 某 一 与 At 无 美的 非 负 常数 . 
证 明 ”车 格式 稳定 , 则 根据 命题 3.3.1, 有 
lI" |g EK 
其 中 KK 为 某 非 负 常数 , 于 是 
PO = pO) sO" eK 


于 面 证 明 (3.5.53) 式 与 (3.5.54) 式 等 价 . 
显然 若 (3.5.53) 式 成 立 . 则 1 


[pO ES (LTCANP+L ¢ eCAtnth) 一 ECT 


其 中 了 为 某 常数 , 取 到 一 eCT, 邯 为 (3.5.54) 式 ， 
若 (3.5.54) 式 成 立 , 特别 地 取 二 [0 表示 取 整 ), 则 


plA) < Ka < KT — ETHAt NK 
2 3 
Ta) . FY 下 (FA 
-1+ 人 RE| + A nk A hE a). 
T+Aat 2T+At 3 T+At 
AtlnK 1n 五 At2 nk 


= 1+ At( 


1174Al tTrAtt a TFTTA 十 | 
SA 和 est 人 At < Ato 
1+OAt 


其 中 C= atom 此 即 (3.5.53) 式 . 


* 101， 


(3.5.53) 


(3.5.54) 


(3.5.55) 


口 


实际 上 , (3.5.53) 式 是 von Neumann 条 件 在 稳定 性 的 答 阵 分 析 下 的 表示 ,也 称 
为 von Neumann 条 忻 . von Neumann 条 件 是 稳定 性 的 必要 条 件 , 在 某 些 情况 下 , 可 


成 为 差分 格式 {3.5.52) 的 充分 条 件 . 


定理 3.5.8 车 旬 是 对 称 的 , 则 von Neurmann 条 件 是 差分 格式 关于 给 阵 2 范 


教 稳定 的 充分 必要 条 件 . 
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证 明 和 若 von Neumann 条 件 成 立 , 则 对 对 称 和 矩阵 @, 有 如 下 事实 
let = pO ) = pO & (1 + COAL! & EC ¢ eT 


因此 , 取 乓 = ec 则 不 等 式 [3.3.4) 满足 ， 
口 

定理 3.5.8 中 箱 阵 8 的 对 称 性 可 以 放宽 到 曲 与 一 个 对 称 失 阵 相似 , 即 有 下 面 的 
结论 . 

定理 3.5.9 著 久 与 一 个 对 称 撼 阵 以 ||S]| 和 5S-1|| 一 至 有 界 的 方式 相似 (3 为 
相似 变 搁 ), 则 von Neumann 条 件 是 关于 给 降 2 一 范 数 稳定 的 充分 必要 条 件 . 

证 明 假如 @ 与 @ 相似 , 则 @ 和 有 相间 的 特征 值 , 所 以 有 相同 的 谱 半 径 ， 
即 p(Q) = p((®)), 又 

OQ” 一 (SOS- 1)" 二 SO"*S-! 
及 von Neumann 条 件 成 立 , 于 是 
lle™lz < Sllz Te? 137 = S| Is™1ls [pCQ)" & eoTHSlz sls = EK 


因此 格式 稳定 . 


口 


推论 3.5.2 沙包 有 互 不 相同 的 特征 值 , 则 von Neumann 条 件 是 关于 矩阵 2 
范 教 稳定 的 光 分 帮 要 条 件 . 


证 明 因 @ 有 互 不 相同 的 特征 值 , 所 以 存在 非 奇异 矩阵 $ 使 得 
SQS-1=D 
其 中 马 是 对 着 矩阵 , 对 角 元 素 由 Q@ 的 特征 值 组 成 . 上 式 表明 如 与 DP 相似 , 根据 定 


理 3.5.9, 知 von Neumann 条 性 有 是 稳定 性 的 充分 条 忻 . 
口 


定理 3.5.10 如 果 外 是 正规 逮 阵 , 则 von Neumann 条 件 是 关于 短 阵 2 - 范 数 


证 明 当 Q@ 是 正规 矩阵 时 , Q* 也 为 正规 矩阵 , 而 正规 矩阵 的 || . jj 模 等 于 谱 半 
径 , 故 有 . 


la" = p(Q") = [POF SGL+TCAN 二 ecnat 和 eco7 Kk (3.5.57) 


即 格式 稳定 . 
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可 以 验证 , 实 对 称 抢 阵 , 本 矩阵 (@FQ = 一 门 和 Hermite 宕 阵 (QF = 多 ) 都 是 正 
规矩 阵 , 这 里 H 表示 复 共 罗 转 党 


定理 3.5.11 落 Q8Q 的 谱 半径 满足 
POFO) E14 OA (3.5.58) 
则 von Nenmann 条 人 忻 是 甘于 上 天 阵 2 范 数 稳定 的 充分 必要 条 人 忻 . 


证 明 一 ”由 于 Q”Q 是 正规 矩阵 , 所 以 结论 可 直接 由 定理 3.5.11 得 出 . 
证 明 二 注意 朱 阵 @ 的 2 范 数 是 矩阵 @?Q 的 谱 半 径 的 平方 根 . 因为 


le = sup ez = sup oa sup ll(Qo)lh . 
ilvlla=1 lvlla=1 wlla=1 


= Pp(Q* QO) E11+OAt (3.5.59) 


QCADN eer Kk 
lall2 


口 ] 


定理 3.5.12 著 p(@) < 1, 则 von Neumann 条 件 是 关于 敌阵 2 范 数 稳定 的 充 
分 必要 条 件 . 


证 明 根据 定理 1.4.5, 由 于 AQ) < 1, 故 存 在 Q@ 的 某 种 从 属 矩 阵 范 数 || .1|。, 使 
得 | <1, 从 而 p(@) < | < 1, 所 以 


PW) < 8 | < lills <1 
好 |I@"I|s < 1, 再 利用 矩阵 范 数 的 等 价 性 , 存在 某 正 常数 玉 , 有 


le | 过 二 上 es < E 


因此 格式 稳定 . 
口 
例 6 分 析 差 分 格式 
urt! 1 一 27 r 2 
Tt 十 1 . 
tn 学 1 — 27 rT uy 
wtl : 一 Ou" = 
urd, r 1 一 27 rT UN aa 
wt r 1 一 27 UN 1 
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的 稳定 性 . 
解 ” 短 阵 @ 的 特征 值 是 
和 jy 二 1 一 2T 十 2rcos 于 = 1 — drsin: I 
于 是 @ 的 谱 半 径 为 
2 (AM ~ LD 


Pp(@)} = |1— drsin 


出 AS < 1 解 得 | 


I (3.5.61) 
2 


2sin2 -一 一 -一 


为 对 所 有 的 Az(0 < Az 过 Azo) 即 所 有 充分 大 的 4 满足 条 件 (3.5.611, 取 『 << 3 即 


可 , 又 因为 Q 对 称 , 由 定理 3.5.8 知 条 件 > < 3 是 差分 格式 (3.5.60) 稳定 的 充分 必要 
条 件 . 


口 
例 7 考虑 初 边 值 问 题 {a < 0) 

他 | 昌 
责 + —0, ze{0,l),t>0 (3.5.62) 
ul,t)=0, £2>0 (3.5.63) 
u{z,0) = flz), ze {0,1) (3.5.64) 

的 差分 格式 

unt ={1+T)u ~ rus j=0,.…,M—1 (3.5.65) 
i =0, n=1,2,..- (3.5.66) 
ui = FOAT), j=0,.-,M (3.5.67) 


的 稳定 性 条 件 , 其 中 二 人 
解 “ 将 该 差分 格式 写 座 Snr 二 Qun 的 形式 ,其 中 wn 二 (wlan... uj 


i+r 一 人 
工 十 子 一 
位 一 ” , ” {3.5.68) 
1+r —r 


Ii++r Mx 


因为 名 是 上 对 角 和 矩阵 ,所 有 特征 值 为 1 + 于 是 al@) = |1 + 中 根据 定理 3.5.8， 
条 件 
—2<r0 (3.5.69) 


8$3.5 稳定 性 分 析 方法 
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是 差分 格式 (3.5.65)~{3.5.67) 稳定 的 必要 条 件 , 六 为 @ 不 对 称 ， 所 以 不 能 应 用 定 
理 3.5.8 确定 (3.5.69) 式 是 否 是 充分 条 件 . 但 根据 本 节 例 题 2 的 结果 我 们 知道 , 作为 


初 值 问题 的 差分 格式 (3.5.65) 当 且 仅 当 -1 gr 是 稳定 的 . 所 以 条 件 
分 的 . 
例 8 讨论 差分 格式 
二 人 一 2 二 re 十 2 j=1,...,M—1 
urt! =0, n= 0,1,2,.. 


ntl = (1 — 2r)u? + 2ru? 


(3.5.69) 是 不 充 


的 稳定 性 和 收敛 性 . 
解 ”该 差分 格式 可 以 写成 w*+11 = Gun 的 形式 , 其 中 am = (全 ah 
晶 是 M 阶 方 阵 ,为 
1 — 2r 2r 
T 工 一 27 rT 
Q= .. 
r 1 — 2r r 
r 1 — 2r 
1 2 一 人 2 
1 一 】 2 —] 
一 一 六 ”+ 本 
1 —1 2 
1 | 
由 第 一 章 定理 1.3.2 得 到 @ 的 特征 值 为 
人 一 1 一 (2 一 2 cos tT) = 1— 4drsin’ Wr 7 = 0,1, 


由 定理 3.5.7 得 到 差分 格式 稳定 的 必要 条 件 是 + < 5 再 注意 


1— 2r v2r 
Vor 1 — 2r TT 
53-195 — 1 


Tr 1 一 2r 他 


.M1 
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其 中 5 是 一 个 对 角 和 矩阵 , 其 对 角 线 元 素 为 V3,1,… ,1, 故 @ 与 一 个 对 称 符 阵 相似 ， 
因此 根据 定理 3.5.9,r < 3 是 差分 格式 (3.5.70) (3.5.72) 稳定 (从 而 收 敏 ) 的 充分 必 
要 条 件 . 
器] 
由 于 训 知 , 在 对 初 边 值 问题 用 抢 阵 稳定 性 方法 时 , 要 确定 矩阵 特征 值 界 的 情况 . 
Gerschgorin 同 盘 定理 1.3.3 是 确定 矩阵 特征 值 异 的 一 个 工具 ， 
例 9 对 初 边 值 问题 


四 
2 = v3 re{0,1),t>0 (3.5.73) 
S00, = hilul0,t) — g1], £0 (3.5.74) 
ee = —holull,t)} — 92], +20 (3.5.751 
ur 0) = Flr), xE [0,1] (3.5.76) 
用 差分 格式 
由 一 到 殊 
i lo pun wi) (3.5.77) 
up = roo 2r)u trus, j=0,.…,M (3.5.78) 
Un — 
+ = —ho{uly — wa) (3.5.79) 


近似 其 中 hh > 0，hs > 0，g1,92 均 为 常数 ,7 一 人、 分 析 差 分 格式 (3.5.77)~ 
[3.5.79) 的 稳定 性 . 
口 
解 ”在 差分 格式 (3.5.77)~(3.5.79) 中 , Neumann 边 异 条 件 具 有 二 阶 精 度 . 由 方 
程 (3.5,77) 和 (3.5.79) 分 别 解 得 wr， 和 w% 1, 然而 在 方程 (3.5.78) 中 分 别 取 j = 
和 j= 4, 消去 wr 和 w% 1, 所 得 的 差分 格式 可 以 写成 


ud = (1 — 2r — 2rAThI I + ra + orArgh (3.5.80) 
wr +t 2 ru j=1,..,M-1 (3.5.81) 
UR = 2red 1 十 人 一 2 一 27Azho)uag + 2rArgaho (3.5.82) 


写成 矩阵 形式 


wl = Qu + (3.5.83) 


§3.5 稳定 性 分 析 方 法 - 107 - 


其 中 We 一 (和 G 分 别 为 


1—2r— 2rArh] 27 
r 1—2r ” 
总 一 2 , 、， (3.5.84) 
条 1 一 27 r 
or 1 — 2r — 2rATho 
2rATon 
0 
局 二 : (3.5.85) 
0 
2rArTg2h2 


下 面 利 用 Gerschgorin 圆 盘 定理 1.3.3 来 分 析 稳 定性 . 因为 Q 是 非 对 称 的 , 所 以 得 到 
的 是 稳定 性 的 必要 条 件 . 根据 Gerichgorin 贺 盘 定理 1.3.3, 假如 和 是 如 的 一 个 特征 
值 , 则 


[Xo (1—2r—2rArh)| gar (3.5.86) 
[A— {1—2r)| 所 条 (3.5.87} 
[A— (1—2r -2rArh)| 2r (3.5.88) 


邻 
在 一 上 一 27 一 2 上 TPR 和 一 1 一 27，e 一 1 一 2 一 27AzRa 
则 为 保证 @ 的 所 有 特征 值 都 满足 |A| < 1, 由 不 等 式 (3.5.86) ~(3.5.88) 可 得 


一 1 乏 和 一 2 近世 2 十 和 雪 工 【3.5.89) 
一 <b—2reaAsrtb<l (3.5.90) 
-lg&c—-2r<AS2r+rcet (3.5.91) 
三 了 式 最 右 端 不 等 式 都 成 立 , 由 最 左 端 得 不 等 式 分 别 解 得 
志 扩 1 
十 态 Th1 “人 2 rho 
因此 知 定 性 的 必要 条 件 是 
. 1 1 
r & min{ pt pe (3.5.92) 
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如 果 在 鲍 9 中 不 考虑 边民 条 忻 ， 则 用 von Neumann 方法 直接 对 差分 方程 
[3.5.78) 分 析 , 可 得 稳定 性 的 充 要 条 件 为 + < 7 显然 , 包括 非 Dirichlet 边界 条 件 
的 影响 给 出 一 个 更 有 限制 的 条 件 , 因此 对 所 有 充分 小 的 Ar, 当 0 < Ar < Axo 时 ， 


条 件 简化 为 
1 


1 
2 二 + hiAro 十 Fa 


人 过 min { 


例 10 分 析 初 边 值 问题 


0 如 
一 0 ret{0,),t>0 (3.5.93} 


Ei 
ue, 0) = flr), x ED,1 (3.5.94) 
ut0,t) = att), ll,t) = Pt) (3.5.95) 
得 CN 格式 
T™ 了 1 人 TE 了 于 性 了 

-a 二 {1 十 rs 一 pi = Fi-1 + (1 一 Ta7 十 70H 
j=1,. ,M1 (3.5.96) 
w= fArT), j=0,.……,M [3.5.971 
wtl 一 antl， hp 一 Bt ， 二 0, 1,2,.. (3.5.98) 


的 稳定 性 . 其 中 = 45, 4(0) = a(0), f(1) = 6(0)， 


解 将 CN 格式 写成 
QU"t! = You" 【3.5.99] 
i 娄 年 1 Tr ni TL 
其 中 必 = (uP 1) ,PF = (50 人 二 入 + DT， 
Tr 
+r 一 可 
下 rT 
一 +r 一 下 
O1= (3.5.100) 
r 1 
-3 ltr 5 
一 条 1 十 
六 . 
1 一 下 六 
四 
5 1-r 玫 
名 2 一 . 本 (3.5.101) 
Tr 
5 1-r 5 
l—r 
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方程 组 (3.5.99) 可 以 改写 成 
Battin+1 一 (2 一 有 am + EF” 


于 是 
an = B127 — Bu + BF ES QU + BIF" 
若是 B 的 特征 值 , 则 p= 7 一 1 是 @ 的 特征 值 , 于 是 要 求 Q 的 特征 值 的 绝对 值 
小 于 或 等 于 1. 由 
Is! = E 一 1| <] 


解 得 A 之 芋 . 
因为 A 是 B 的 特征 值 , 根据 Gerschgorin 定理 1.3.3, 有 
-UL+n| > (3.5.102) 
或 
人 一 (Lo er (3.5.103) 


显然 , 和 满足 (3.5.102) 式 必 满 足 (3.5.103) 式 , 因此 
1] 芝 和 志 1 十 对 


因此 , 六 关 工 慢 戌 立 , 也 即 @ 特征 值 的 绝对 值 始 终 小 于 或 等 于 1. 
注意 B 是 对 称 窍 阵 , 丸 
QT =[B "(27 — B)” = (27- BT(B TD) = {21- BB-! 
= (2B 1!B- BB = B- (2I— B=Q 


因此 @ 也 是 对 称 和 矩阵 , & 的 对 称 性 蕴含 稳定 性 条 件 是 充分 必要 的 , 因此 CN 格式 是 
无 条 件 稳 定 的 . 


口 
383.5,3 能 量 方法 
考虑 热传导 问题 
Bu A2u 
而 = 2 (3.5.104) 
ul0,t) = ul,t) =0, #0 (3.5.105) 


uz 0) = fr), zs Ee lo,1] (3.5.106) 


' 110 ， 第 三 章 有 限 差分 格式 的 收 策 性 . 相 容 性 和 稳定 性 


对 方程 (3.5.104) 两 边 磁 以 2 并 关于 zx 积分 , 得 


1 ar 1 DB2u 
二 一 有 .5,107 
0 6 Jo Be {35.107) 
从 而 ) | 
站 全 Hu 呈 
局 = 2 (dr < 3.5.108 
元 上 于 人 /党 ) TD { ) 


1 
说 明 能 量 人 2dz 关于 ! 是 不 增 函 数 ,于 是 
0 
1 1 1 
/ 下 全 ， oar < f 全 二 全， oar= | (rd {3,5.109} 


1 
内 此 当 1 一 = 时 人 w?(z,tjdz 保持 有 界 . 
方程 (3.5.104) 的 显 式 格式 是 


本 ={1—27)u Fr j=1,2,.. ,M1 {3.5,110) 


其 中 + = 令 差分 方程 的 数值 近似 解 为 好 , 相应 的 微分 方程 的 精确 解 为 u(jAx， 
nAt), Re = 4 — uAr, nAt), 风 可 关 侯 业 证 区 误 兰 能 和 
4 一 1 M1 
D2 = ur uAz, nA (3.5.111) 
j=1 j=1 
当 n 一 oo 时 保持 有 界 . 
易 知 z? 满足 方程 
2 一 人 一 2 站 入 十 下 1 十 和 j=1,2,...,M-1 {3,5.112) 
也 即 满 足 
2 27.1), j=1,2,...,M—1 (3.5,118) 
在 边界 上 满足 条 件 
六 = zh =0 (3.5.114) 


在 (3.5.113) 式 两 端 同 莱 (z?+1 + a7?), 并 对 结果 从 j = 1,.… ,JM 一 1 求 和 ,得 


lz"™+1| 一 ale ~ Ts mn 十 1 十 27) {zn 1 十 2 1 一 22j 了 (3.5.115) 
J=1 
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其 中 |lz"|]P = 信 ! zs. 利用 下 面 的 两 个 恒等式 (证明 留 给 读者 ) 
73=1 


了 一 二 上 一 二 
(1 一 Zi) 三 zj{ V41 一 下 Z0 一 Ve = 0 {3.5,116) 
1=! J=1 
及 
一 工 内 一 二 
py VW (zi+1 一 = 》， zi 【1 一 V1) 十 VW 21, 2 二 Vn =0 (3.5.117) 
了 一 1 了 一 1 


先 将 (3.5.115) 式 右 端 改写 成 


-7 Vilts ZH1 一 儿 27) 一 (27 一 2 1)] (3.5.118) 


了 一 工 


其 中 态 二 2 十 弛 ,将 (3.5.116)~(3.5.117) 代入 (3.5.118) 式 中 , 并 注意 到 


人行 十 1 拉 十 工 


二 20 2 一 2 
化 简 可 得 
1 一 = 一 区 [一 于 二 一 玫 1)(z1 一共 】  (3.5.119) 
车 定义 
1 af 一 1 
En 一 | 如上 一 了 (22 (3.5.120) 
j=0 
由 
En < ||z" | (3.5,121) 
r AT 一 1 
Eri — En 二 ||zmtli| — ||z*||? 一 (2 2) (21 O29) (3.5.122) 
j=0 


将 (3.5.119) 式 代 人 (3.5.122) 式 中 , 得 
Entri— En=~-5 》 3 2 2) 0 (3.5.123} 


因此 E 是 n 的 单调 下 降 症 数 , 下 面 证 明 当 n 一 oo 时 , ||z?| 有 界 . 对 不 等 式 


(2 一 2 (3.5.124) 
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从 于 = 0,1,… ,MM 一 1 求 和 ,得 
M1 

( 
j=0 j=0 
由 吾 . 的 定义 , 结合 上 式 , 得 到 


En 2 {1 — 27)||z"|P 


若 0<r<5, 则 
1 
1— 2r 


lz"Il < 


又 已 证 得 加 , 是 i 的 单调 下 降落 数 , 故 


En 


Er, 入 En 1 所 四 所 Eu 人 中 z9|2 


所 以 


lz"lP < sl 


因此 车 0 < r < 3, 则 |" 上 P 有 界 ,结果 稳定 . 


M1 M—1l 
A) C2 GP) +] =4 7 (=a) (3.5.125) 
i=0 


由 于 ||zi 称 作 能 量 , 由 此 这 种 方法 称 为 能 量 方法 , 能 基 方 法 原则 上 可 用 于 变 系 


数 非 线性 方程 . 
练 习 
1. 确定 近似 篇 微分 方程 ， 
Ou Ou 
RB 
的 差分 格式 
(DD) ut = 7 ry. 


i 
ni lA 人 OO， 
(2 = 7dea 十 Bie? 
_ 27 
[3) ut = ur 


1 2 _ 
3 (1 一 2) (Qu t! — ?+ 2 1). 


a 


t 。 
的 精度 . 其 中 m 一 站 一 一 ， 个 二 的 = 4 一 生 1 人 一 U1 一 2 十 U1 


2 2 


站 
2 确定 下 列 基 分 格式 
LA 


(1) 显 式 格式 up 二 7 一 pA dou 十 A ru?. 
nti DA go pyi VAtrg nhl ,in 
(2] 隐 式 格式 2 十 FA 一 Rr = uw 


(3.5.126) 
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与 仿 微分 方程 2 ; 六 
由 中 和 
有 十 @ 一世 有 (3.5.127) 
的 相 容 性 . 其 中 Rw? = 人 1 一 本 人 一 2 二 
3. 确定 CN 格式 
2 uy 一 了 ut 十 27 ) 
与 偏 微分 方程 z 
Bu _ ,Ou 
at Dx2 


的 相 容 性 , 说 明 为 何 对 该 CN 格式 在 点 (Am fn 十 >)At) 处 考虑 相 容 性 是 合理 的 . 
4. 证 明 近 似 方程 
Bu _ pe 
下 “5 
内 
的 Du Fort-Frankel 格式 (7 = nr 
1 了 败 福 1 — 2r 
9 一 Tar it 十 2 一 相 十 IT or 
的 截断 误差 的 首 项 为 
全 记 Pu Az2 DT AR Bu 
6 Ds 12 drt Ar Br 
车 定 一 cAz 一 0), 则 差分 格式 近似 双 曲 型 方程 


nC—1 


Pi dn Bu 

Ht 

从 而 指出 要 与 原 方程 相 容 的 条 件 . 
5. 确定 近似 初 边 值 问 题 


a 
+ 一 /5， ze(01t>n0 
(2,0) = flr), ze [1 
ull,t) =0, t20 


下 ;上 -atn tn0 
的 差分 格式 
Wt + SOL wt 一 Ee ?+1 一 好 =-1 
wi = fAT), j=1,..,M 
utl=0, n=0,1... 
Utl — wntl 


A =aRni lAD), n=0,1,2... 
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的 精度 . 其 中 及 ww? = 41 一 村 1 芝 厂 二 一 24 十 1 
6. 证 明 初 边 值 问题 (a < 0 
Ou Ou 


-一 一 一 ,1), 
Fi 0, zx€E(0,1),t>0 


ulz,0) = f(x), ze [0,1] 
ufl,t#) = 二 0,，t 实 0 


的 差分 格式 
ut = (+ ru — ra, 7=0,..……,M—1 
wt = 0 R=0,1,.. 
uw = fAz), 2 = 0,.… :MM 
的 稳定 性 条 件 悬 |r| < 1, 其 中 Az -= =a 
7. 有 几 短 阵 法 和 Fourier 级 数 法 证 骨 近 似 偏 微分 方程 
au _ Pu 
Dt 2 
的 加 权 CN 格式 fr = 人 5) 
uw uy = rw — Zu + dt) + (1 — Ou — Bw? + 1) 
的 稳定 性 条 件 是 : 当 0 < 6 < 5 时 ,7 < et 当 > < 8 < 1, 无条件 稳 定 . 
8. 对 热传导 问题 ， 
一 ZEto,it>nO 


uz 0 =u =0, 10 
uz 0) = fr), ze [0,1] 
用 能 量 法 推导 CN 格式 
unt 一 ue 十 总? 


At 2AT : 
ay 一 万 ， 了 = 一 01 


1 
uot = un =0, 到 二 01 


j=1,. ,M1 
(3.5.128) 


的 稳定 性 . 


第 四 章 ”椭圆 型 方程 


本 章 讨 论 桶 圆 型 偏 微 分 方程 的 数值 解法 . 椭圆 卉 方 程 描述 定 常态 物理 现象 , 例 
如 , 弹性 力学 中 的 平衡 问题 、 无 粘性 流体 的 无 旋 流 动 、 位 势 场 (如 静电 场 和 引力 场 ) 
问题 、 热 传导 中 的 温度 分 布 问 题 都 可 用 椭 关 型 定 解 问题 来 描述 ， 景 简单 的 椭圆 型 方 
程 是 Laplace 方程 , 为 » |， 
du du 


Au 一 有 Bp 


QD 
其 中 A = 一 十 多 为 Laplace 算 子 (也 常 记 为 V2?)，Poisgon 方程 


ALu = —f (x, 号 


和 双 调 和 方程 ， ， 
如 :证 社 Oy 
内 上 一 Bd 十 “下 7 十 Bos 
也 者 是 典型 的 椭圆 型 方程 ， 本章 先 介绍 一 维 二 阶 两 点 边 值 问 题 差 分 方程 的 建立 , 然 
后 介绍 Laplace 方程 和 Poisson 方程 的 差分 格式 , 并 分 析 收 敏 性 ， 


一 0 


§4.1 两 点 边 值 问题 的 差分 格式 


考虑 二 阶 线性 党 微分 方程 的 两 点 边 值 癌 题 
dad, du 

-下 外 下) 

ua) = Aa, uh)=8 (4.1.2) 


+r(2) 十 到 一 天 rEela,b) (4.1.1) 
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其 中 p(x) € Cla, 8;r(7), gq(2), f(x) € Cla, 0; p(T) 2 pmin > 0, 9(z) > 0, a 入 为 给 
定常 数 . 上 述 系 数 条 件 保证 问题 (4.1.1}~(4.1.2) 是 适 定 的 . 
为 简单 起 嘴 , 将 求解 区 间 [a, 引 用 步 长 h = 2 前 分 成 N 等 份 , 得 到 结 点 


Ti 二 二 和 级， 二 DN 
下 面 用 直接 差分 近似 各 有限 体积 两 种 方法 来 讨论 间 题 的 差分 格式 
§4.1.1 差分 近似 
设 z{i 二 1,2,… ,NN 一 1) 是 任 一 肉 结 点 . 在 点 x; 处 , 对 充分 光滑 的 函数 4, 有 


(PE) = tt + Oh) (41.3) 
(FPP = Fp 一 人 9) 二 OU) (1 
A 
py 
= (po) 十 Epo), 十 OU ) (4.1.5) 
pd = pd) + pT) + Oh?) 
= (pI )s $+ pT), + OC) (4.1.0) 


其 中 mr = Poar ri = 7 (90), gi = (22), 二 f(z). 将 (4.1.5)~ (4.1.6) 代入 
(4.1.4) 式 中 , 得 


df de\| 1 一 Ui ~ Us—1 » 
攻 G3) 二 大 (pa h -pe + Oh*) {4.1.7) 


将 (4.1.4)~ (4.1.7) 代 人 (4.1.1) 式 中 , 即 得 二 阶 精度 的 差分 方程 


1 ， 
-并 pi et 一 tp 上 二 和 tr et + qui = fi, 
i=1,2,..,N-1 (4.1.8) 


边 值 条 件 对 应 的 差分 方程 为 
0 一 下 UN 一 站 (4.1.9) 


将 (4.1.8) ~ (4.1.9) 式 写 成 如 下 算 阵 形式 


Au 一 了 [4.1.10) 


§4.1 两 点 边 值 问题 的 车 分 格式 .1]17. 


其 中 


(4.1.11) 


一 性 bya 一 CN 一 2 


UN-1 by_1 


= (91 + a0 ga VIN 2 ON 1 二 ev-1D 
= (U1, U2 ”一 1 并 
os 2p te 一 1 一 
bi = (pry + pia)/h + hg i=1,.- ,Nl 
Gi = 2pir2 /RT 一 一 
gi —2hf, 1 
可 以 验证 , 当 充分 小 时 ， 关系 陈 


es 产 |ail + Jeil, 一 
b> | 各 |，|aw-i| > law-il 


成 立 , 也 即 答 阵 4 具有 严格 对 角 占 优 人 性. 实际 上 后 两 式 显 然 成 立 , 对 第 一 式 , 注意 上 上 
充分 小 及 plz) > poin 必 有 


2Pi 1 2 
loil + lei| = | 十 时 | 十 | 一 全 一 人 | 


= ss tp) su | i=2,...,N—2 
因此 4 是 非 奇 异 矩阵 , 差分 方程 (4.1.10) 有 唯一 解 . 


84.1.2 有 限 体积 法 
人 法 考虑 方程 (4.1.1) 的 守恒 形式 fr = 小 , 即 
一 一 (一 ) 二 gf(zJu = f(r), ze {a,b) (4.1.12) 


在 (a,b) 的 任意 子 区 间 [z',z" 上 , 对 方程 (4.1.12) 积分 , 得 到 


pF)e ~ pe) + / q(T)u{z)dr = / ! flz)dr, viz,r ]Cl(o,b) (4.1.13) 


为 在 内 缚 点 zi(1 < i < N -1) 上 建立 差分 方程, 特别 地 到 区 间 [er,z"] = fei zs 由， 
出 (4.1.13) 式 成 为 

du du Tt 十 入 Ti 十 要 

外 一 jn- 一 人 十 g(r)utr)dsy = fr)dr (4.1.14) 
dz 4 人。 人 
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利用 数值 积分 中 的 中 矩形 公款 


ff (jia = gish + OY) {4.1.15) 
Ti 
ff Ffzydz = fh + OF) (4.1.16) 
3 


将 (4.1.5)~{4.1.6) 式 与 {4.1.15)~(4.1.16) 式 代 人 (4.1.14) 式 中 , 得 二 阶 精 度 的 差分 格 
式 


1 
-Eloird (Wit ~ wi) pi# 一 让 -二 pg (41.17) 


该 式 实质 上 是 (4.1.8} 式 m = 0 的 特殊 情况 . 
前 面 我 们 考虑 了 第 一 类 边 值 条 件 , 对 于 第 二 类 或 第 三 类 边界 条 件 , 如 


-pa 至) + aotz(a)] = al (4.1.18) 
p(6} 守 有 s 二 Bou(B) 一 记 (1.19) 
其 中 ao, fo 之 0 为 常数 , 用 积分 插值 法 处 理 更 加 简单 . 由 (4.1.18) 式 得 
du 
(po)zo=a = Goup 一 1 {4.1.20) 


再 在 (4.1.13) 式 中 取 积 分 区 间 x’, x" = [a,z3]; 得 


d ad = 
6020 + {ateyutoar = { f(a (120 | 
又 
du 1 一 
(pr)s, = 一 二 OU) (4.1.22) 
/ : qz)utr)ar = qu + O(n?) {4.1.237 
1 : fT) = 2 + Oh’) (4.1.24) 


将 (4.1.20) 式 及 (4.1.22)~(4.1.24) 式 代 入 (4.1.21) 式 中 , 得 到 逼近 边界 条 件 (4.1.18) 


式 的 差分 方程 
Wl — Uo 


同 理 , 由 边界 条 件 (4.1.19) 式 得 


h h 
十 {on 十 7 90)uo 二 1 十 sah (4.1.25) 


d 
(Do)en =b = douw (4.1.26) 
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在 (4.1.13) 式 中 取 积 分 区 间 [zx',2"] = {zw-_3;4 得 


du du EN TN 
(ps Jen 一 Pen + g(x)u(r)dr = 人 (ZJar {4.1,27) 
也 

(Pe) = = pw + OR?) (4.1.28) 
户 dr) zdr 一 Davun + Oh:) (4.1.29) 

丈 w 一 专 
{sar = fx + OR’) (4.1.30) 

TN 一 十 


将 (4.1.26) 式 及 {4.1.28)~(4.1.30) 式 代 人 (4.1.27) 式 中 , 得 边界 条 件 (4.1.19) 式 的 差 
分 方程 


Um 一 让 四 一 1 


Pn 下 + (So+ Dav)un = 二 应 十 证 2 [4.1.31 
由 (4.1.17) 式 、(4.1.25) 式 和 (4.1.31) 趟 可 构成 “个 完整 求解 的 差分 方程 
Di #1 + (Pi 3 + pir 十 大 各 ja a = fi, i i 二 1,.… ,一 (4.1.32) 
2 . 
(p3 十 han 十 可 和 ja Pl 一 ha 十 入 (4.1.33) 
2 2 
PN FUN + (PN + ho + 本 dvjan 一下 有 十 fn (4.1.34) 
及 呈 二 于 
其 中 
也 站 bo 
bo 下 1 bi 
了 一 bl " bs 
bN-2 dN bw_l 
bm 全 上 7 
其 中 


fo = P3 十 hao 十 号 加 
NP gw 
= pi 十 Pit# 十 训 ， i=1,:..,N—1l 
by i=0,...',N—1 
f= (hot 和 fo,h2f ,hify ha t+ fw} 


世 一 [ae al :un)T 
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可 以 看 到 , 所 得 的 系数 矩阵 4 是 对 称 的 , 而 且 严格 对 角 占 优 , 因此 4 非 奇异 , 方程 有 
唯一 解 . 如 果 直 接 用 前 面 和 导数 近似 的 方法 去 逼近 第 二 类 或 第 三 类 边界 条 件 , 或 者 引进 
虚 结 点 的 方法 {后 面 讨论 ) 近似 导数 , 则 破坏 系数 矩阵 的 对 称 性 . 


34.2 基于 变 分 原理 的 差分 格式 


本 节 讨 论 基 于 变 分 原理 的 差分 格式 , 其 基本 思想 是 首先 将 偏 微分 方程 问题 转化 
为 一 个 泛 明 的 极 值 问题 或 变 分 问题 , 然后 对 转化 后 的 问题 进行 差分 离散 ， 导出 差分 
格式 . 在 推导 差分 格式 之 前 , 我 们 先 介 绍 下 面 两 个 定理 , 即 Lax-Milgram 引 理 和 迹 定 
理 . ， 

考虑 如 下 变 分 方程 . 设 WV 是 Hilbert 空间 , 4: (wvjeEVxV 一 A(wVv)ER 是 
一 个 双 线 性 沁 了 区 , F{w) 是 连续 线性 泛 郴 , 求 we WV 使 得 


(ut 一 下 人， YueV (4.2.1) 
该 方程 解 的 存在 性 和 唯一 性 由 Lax-Milgram 引 理 给 出 . 


定理 4.2.1 {Lax-Milgram 引 理 ) 设 WV 是 Hilbert 空 间 , || .1 是 其 范 数 ，A[w,v) : 
了 x 下 一 玉 是 双 线 性 省 画 , Fv} :7 一 及 是 连续 线性 泛 函 ， 若 A(.,.) 满足 条 件 
(1) 连续 性 , 即 六 > 0, 使 得 


(Alw, | & Yllwll lol, Ya EV (4.2.2) 
(2) 强制 性 , 即 3a > 0, 使 得 
4fo wv 2 allvl, veeV (4.2.3) 
则 太 程 (4.2.1) 兰 在 唯一 解 且 
I < ly {4.2.9) 
其 中 WV* 为 7 的 对 个 空 间 . 
证 明 ”根据 Riesz 表示 定理 , 有 


Fv 一 GE， weVv (4.2.5) 
且 对 每 一 固定 的 we V 
Alw,o) = (Aw vr, VYveV (4.2.6) 
其 中 (jy 是 WY 上 的 内 积 . G :VW* 一 是 双 射 , 且 为 等 距 算 子 , 因为 
lcrh= sup [EP sup OO ply. (4.2.7) 


vewu#0 | uewaxo ||ol| 


§4.2 基于 变 分 原理 的 差分 格式 


二 :TY 一 Y 是 连续 算 子 , 因为 


_ (Aw, 9) 

Awll = sup [ear| sup LE yj) 
DEVIYED | 书记 Wu 天 吕 is|| 

因此 求解 变 分 方程 (4.2.1) 等 价 于 ; 


求 ue VW 使 得 对 每 个 FEV* 
Aw = GF 


这 只 要 证 明 4 是 双 射 即 可 . 
首先 证 明 4 是 单 射 或 一 对 一 的 , 因 


1 ,=~ 工 ， > 
ll < Aw, ov < lAvll loll, Yo ev 


所 以 | 
Il < 二 44 
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(4.2.8)} 


{4.2.9) 


(4.2.10) 


(4.2.11) 


该 式 蕴含 若 Aw = dos 必 有 由 = 加 ( 或 大 轨 必 有 Avi 关 Av2). 因此 4 是 单 射 . 


唯一 性 得 证 . 


其 次 征明 A 为 满 射 . 现 证 4 的 值 域 及 (4A) 是 闭 的 目 及 (4+ = {0}, 从 而 RCA = 


V 也 即 4 是 满 射 . 假设 4uw 一 weV, 由 (4.2.11) 式 , 得 


. 1 -= 
[le 一 vm | a liAv 一 Avnl| 


因此 mw 是 Cauchy 序列 . 令 v= lim vn， 因 为 A 连续 , 所 以 Av 一 Ay = 如, 因 


此 只 (有 闭 . 再 取 ze R(A)+, 则 由 强制 性 条 件 知 
0= (Az,2)v = A(z,2) 2 allz| 


即 z=0. 因此 4 是 满 射 . 


由 上 可 知 , 对 每 个 五 & V*，(4.2.9) 式 存 在 唯一 解 . 在 (4.2.1) 让 中 取 v 二 % 


由 A(,-) 得 强制 性 和 F() 的 有 界 性 , 得 到 
ull? < FA) = 二 Po 科研 Eleilal 


即 
lall < le 
得 证 . 
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推论 4.2.1 若 定理 4.2.1 中 的 双 线 性 形式 A(,-) 对 称 , 即 


AlWw, tH) = Av ww VovEVY (4.2,12) 
则 变 分 方程 (4.2.1) 与 下 述 灾 分 问题 等 价 : 
求 EW, 使 得 
Tu) = mip J (v0) (4.2.13) 
其 中 | 
J(z) 会 354tv, 9) — Flv) (4.2.14) 
是 二 次 泛 画 . 


证 明 “” 先 证 变 分 方程 (4.2.13) 的 解 必 是 变 分 问题 的 解 , 任 取 ve V, 利用 AC.,.) 
的 对 称 性 , 计算 


J 十 0) 一 J(u) 一 TAlu 十 下 和 十 名 一下 (十 让 一 [3 Au u) 一 F(u)) 
= Aliwt) — PF(W) + 3 Atv,o) 
=5Aw) > So > 0, Yoev 
即 
ut vy) 2 Tu) 
其 中 当 w= 0 时 等 号 成 立 . 因此 
Ju = mip 了 (7 
其 次 ,在 业 EY 是 变 分 问题 (4.2.13) 的 解 , Yu e Y 和 实数 六 则 
了 (十 AV) 一 3Au,) + 入 A v) 十 3 Alv,) — Flu) — APY) 
> fm = 3 Alu, a) — F(au) 
即 
XA J) + AAu, vy) ~ FCoE0 


由 于 对 任意 vw 和 X 都 成 立 , 故 必 有 4(w,v) = Ft{v) 
口 
定理 4.2.2 ( 迹 定理 ) 设 2 是 一 具有 Lipschitz 连 续 边 界 Bi 的 有 界 开 集 , s > 3 
刚 . 
(1) 存在 唯一 的 线性 连续 映射 60 :已 s(D) -一 五 *-#(BD) 使 得 对 每 个 me (Pr 
Co 人) 有 xov = vlag. 


84.2 基于 划分 原理 的 差分 格式 ，123 ， 


(2) 存在 一 个 线性 连续 映射 Ro : H -3(60) 一 Hn, 使 得 对 每 个 pg € Hi(8%), 
有 YoRop = 


该 定理 的 证 明 可 见 Adams 的 Sobolev Space》. 
834.2.1 基于 Riesz 法 的 差分 近似 


一 切 腿 共 斩 微 分 方程 癌 题 都 可 以 归结 为 求 … 个 函数 使 某 泛 函 达到 极 小 值 的 等 价 
问题 . 例如 , 两 点 边 值 问题 


-二 (至 ) +efau= fr), ze (0,1) (4.2.15) 
pO FL) = oou(0) — a (4.2.16) 
-pO)(Se)。 = 和 us 有一 名 (4.2,.17) 


其 中 plz) € C210,1]), eoffa) € CI0,1], p(s) >pmu > 0, qs) > 0, 01 > 0, 1 > 0 
车 令 


1 
alW,v) = 上 plz) (rv (z] 上 ezjafzyoftz]ladzr + oou(O)w(0) + Boull)y(1) (4.2.18) 


1 
F(w) 一 / fz)v(r)de + ovl0) + Biv(0) (4.2.19) 


则 易 知 边 值 问题 (4.2.15)~(4.2.17) 对 应 的 变 分 方程 为 : 
求 ue H1(0,1), 使 得 


a = FV), vue HO,1) (4.2.201 
由 于 atw,v) 的 对 称 性 , 可 作 二 次 泛 孙 
Jo = afu 由 一 F(u) (4.2.21) 
因此 也 等 价 于 下 询 二 次 泛 函 的 极 小 值 间 题 , 即 


求 业 E 互 1f0, 1 使 得 


了 (2 ) = ve TU) (4.2.221 


利用 Lax-Milgram 引 理 4.2.1, 车 a{w,v)} 满足 有 界 性 强制 性 及 Flw) 有 界 , 就 知 泛 
靖 J(w) 的 极 小 值 存在 唯一 ， 
注意 到 p(xz), q(x) 的 荣 件 , 由 Schwartz 不 等 式 和 这 定理 4.2.2, 可 得 
latw, 0)| 有 max{||lpllepe,; [lalleo,a thull geo lll) 
+ maxleo, sowieo, nylon 


< Clhullaeo,n lel a (4.2.23)} 
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其 中 局 = max{|lplleo,; Naileroy; oo0, 扣 }. 因此 atw,v) 有 界 . 
类 似 地 , 注意 p(x) > 0,， g(x) > 0, ao, Bo 非 负 , 可 得 


1 
alu, i) = / [fo 和 十 gear 二 aoa2fO + Bu (1) 
> minfp(z)， gz)}|lullb os) 二 叫好 | 下 wo) (4.2.24) 


其 中 C= sin {P(e), et) 
同 理 利 用 迹 定 理 4.2.2, 并 注意 f(x) E C0,1], 对 (uw) 有 


Et & |filcioailallaatoa + maxfoa; Bi}llullacony & Chillaco,s (42.25) 


其 中 C = max{ifllctoa, 0 Bi 

注意 a(w,5) 对 称 , 由 (4.2.23)~(4.2.25) 式 知 , 满足 Lax-Milgram 引 理 的 推论 4.2.1 
的 条 件 , 因此 , (4.2.20) 或 变 分 问题 (4.2.21}~(4.2. 22) 在 五 *(0,1) 中 有 唯一 解 , 且 即 为 
原 边 值 问 题 (4.2.15)~(4.2.17) 的 解 ， 

下 耐用 Riesz 方法 近似 求 出 证 函 J(w) 取 要 小 值 的 近似 解 ， 设 1(0,1) 是 汉 
表 J{u) 取 极 小 值 的 空间 ， 我 们 构造 有 限 维 子 空间 序列 空间 WW C 五 10,1) 来 取 
代 FH1(0,1DD， 从 而 在 Vs 中 求 泛 函 的 极 小 值 . 假设 dim(Vi) = N +1, oltw+D0 = 

,NN) 是 标的 基 , 则 对 任意 的 元 素 ws & 了 球 , 有 


MN 
Wh 一 Sy cp + (4.2.26) 
t+ 二 册 
将 该 式 近 但 并 代入 泛 耳 J(u) 中 , 得 到 NN +1 个 变量 co0,el,… ,ew 的 孙 数 . 该 区 
数 达 到 极 值 时 系数 c; 应 满足 方程 组 
0 
Be; 
因此 解 得 系数 ci, 再 代 人 (4.2.26) 式 中 邵 得 近似 解 . 为 使 近似 解 由 当 hh 一 0 时 收 化 
于 精确 解 w 必须 使 选取 的 {519，… ;92 必 +] 张 成 的 有 限 维 子 空间 到 在 某 种 意 
必 下 通 近 空间 吾 10, 1). 
将 (4.2.26) 式 代 人 (4.2.19) 式 中 , 得 


i 网 
1 
J ur) = 30 GS ee -上 1 ep td dr 
0 


=0,， i=0,1,.,N (4.2.27) 


# 一 性 i=D 1=0 
NN N 
MN 
-oD ep OO-— BY cp td) 
=0 1 一 站 
NN 有 
一 了 aijcicy 一 Dici (4.2.28) 


由 


84.2 甘于 变 分 原理 的 差分 格式 四 


其 中 


ai) 一 0 一 ae oo 六 1 (4.2.29) 


1 
= | f(z)p adr +t op (0) + Bip TY) (4.2.30) 
0 


由 32 = 0 得 下 列 关于 ci 的 方程 组 
oj 一 让 一 小 一 01 {4.2.31) 
j=0 
到 步 长 hh = 方 , 对 I0,1] 作 等 步 长 剖 分 , 得 结 点 m = 访 ,i = 0,1,… ,六 ,如果 将 
函数 pttU[z) 取 成 只 有 当 |z 一 zi| 所 htz e [0,11) 时 不 等 于 零 , 则 它们 将 在 (4.2.18) 
式 的 意义 下 , 当 |i 一直 宕 2 时 正 交 .FH!(0,1) 中 满足 这 种 要 求 的 最 简单 的 函数 是 
0, Ograril Tl 和 Tel 
pl tN (x) = TN, il 人 TET {4.2.32) 


(Tit — Th, ZiT ritl 


CNTDTT (th 一 zih, Drh 4.2.33 
Po (7x) | (4.2.33) 

二 4.2.34 
phn (x) | 0<zel-h ( ) 


该 阿 数 的 图 形 册 图 4.1. 


人 Er 


{x) 


Xirl 


i 


0 Xt 
图 4.1 夸 耳 数 示 意图 


如 果 基 国 数 取 作 (4.2.32)~(4.2.34) 式 , 而 展开 式 (4.2.26) 中 的 参数 c; 取 作 结 点 上 
的 函数 值 wi, 则 子 空间 长 将 由 分 段 线 性 连续 孙 数 组 成 ， 这 些 子 空间 在 有 -0 时 能 
充分 逼近 百 !0,1). 对 应 的 方程 组 (4.2.31) 具有 如 下 形式 
Ga di adi driuit1— =0, 1 一 1 一 1 
HQ0.0U0 十 站 DIE 一 bn=0 (4.2.35) 


QIN_IUN_1 十 QUN 一 pv 一 0 
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现 林 来 计算 (4.2.35) 中 的 系数 ai; 式 和 总 , 由 {4.2.18) 和 {4.2.29) 式 得 


Ti 十 1 了 t 十 1 T+ 
nn = h2 | f reat de-ampdt/ a ny , 
ii—1 TT Titl 
i=l,... ,Nl 
h 上 
oo0 = 1/ [zaw 十 上 g(x) 一 Pa 十 cg 
0 0 
1 1 
anN =h 2 If plrldsr + / qj(fI 一 1 十 yas 十 而 
工 一 下 上 一 下 


i+ 1 Tt+l 
it = aos = ho - f peast {ae -os — zjaz| | 
了 证 i 
i=b. ,Nl 


b= hr A Hoe -mdat Fae - war il Nl 


h 
bo = -1 / 于 (ZHI — wadr 二 ao 
0 


1 
bw = hl 1/ 位 一 工 十 hor 十 D1 
1—h 


(4.2.36) 


由 于 采用 的 基 哨 数 是 分 段 线性 连续 函数 , 而 线性 插值 误差 是 O(h2) 阶 , 因此 差 
分 问题 (4.2.28) 逼近 阿 题 (4.2.15) ~(4.2.17) 的 误差 是 O(h2). 


上 面 通过 寻找 基 跌 数 求 解 泛 函 极 小 值 来 得 到 近似 解 , 我 们 还 可 以 直接 对 泛 函 本 
身 进行 差分 通 近 , 即 用 求 积 公式 近似 泛 函 表达 式 中 的 积分 , 导数 用 差 商 近似 . 例如 对 
泛 晒 (4.2.21), 即 


Tn) = zatu &) 一 下 (1 
其 中 


af 四 = /mw pla) lar (oj2 + gataye (zd + oou( Ow(0) +BojutDe0) 
F(u) = f frulr)dr + ou(0) + ut0) 


第 一 个 积分 用 中 矩形 公式 代替 , 后 两 个 积分 用 梯形 公式 代替 , 在 zx; - 上 处 的 导数 什 


44.3 基于 变 分 原理 的 差分 格式 - 127 . 


用 中 心 差分 公式 代替 , 则 可 得 


Ui il 


机 
1 h 
J Wh} = 了 六 十 4 ldo + gnu — 2fouo — 2fwtn] 
i=1 


N—1 


1 4 
十 二 > {git? — 2finalh + ue + Po Qiu0 — Plu (4.2.37) 
2 全- 2 2 


其 中 dn = 9(0), gw = #{1), fo = £00), fw = AL). 令 Cus = 0, i= 1,2.. 1, 
得 到 方程 


pa tp hg hf = 0, t= 1 Ni (42.38) 
当 i=0,N 时 ,有 
好 1 一 世 不 h 
ps - 条 十 2 90u0 3510 toaouw a=0 (4.2.39) 
UN ~— MN_1 A |e 
py d+ NN sfN + Bouw -A =0 (4.2.40) 


将 (4.2.38)~(4.2.40) 式 分 别 改 写成 


1 Wi] — Ut Ui — Ui_1 ， 
-Op i = fi = 1,2,.-.,N— 4.2.41 
W114 h hn 
一 二 (ea 十 3% ) Wo 一 (” 十 2h ) (4.2.42) 
UNO— Um nh 天 
a! ~ ~ 一 (a 十 zevj HN 一 (8 十 2 ] (4.2.43) 


(4.2.41)~(4.2.43) 式 即 为 原 问 题 的 差分 格式 ， 这 与 前 面积 分 插值 法 所 得 的 结果 
(4.1.32)~{4.1.34) 式 完全 相同 , 所 以 方程 与 边 值 条 件 都 具有 Of{h?) 解 精度 . 
上 面 直接 近似 泛 函 而 不 是 选取 基 消 数 的 方法 对 外 理 高 阶 方程 更 为 简单 , 例如 考 
虑 问题 
Bh 


Ba + qu) = fr), 2 € (0,1) (4.2.44) 


Ozu Ot Bi Bat 
的 的 的， 


其 中 9 为 常数 ， 不 难 推 知 该 问题 等 价 于 寻找 淆 数 u(x), 使 得 泛 函 


J = f (过 十 qe ) dx 一 af wT} Fz) dy {4.2.46) 
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取 极 小 值 我 们 用 梯形 求 积 公式 来 近似 该 泛 商 中 的 积分 , 注意 利用 边界 条 御 
加 
r=0 . I =1 


8z3 


1 2 MN—1 
Vil — ZHi + Uitl 
J(un) = 2, Ci h+ Yo, (qe — 2fiv)h 
i 二 1 


二 
+3 lu + qu — 2fouo ~ 2fyun] 


Ui 
2 4 之 
ps ti-2 一 2 一 1 十 i) 一 3 (Ui 1 — Ds 十 裕 241] 十 pe fa — Zui+1 十 Wit2) + 2hgqw ~—2hfi=0 
(4.2.47) 
利用 边界 条 件 , 可 得 
当 i=0 时 
2 
hs (uo 一 Du 十 ua) 十 hquo 一 hfo = 0D {4.2.48) 
当 宇 = 工时 
4 之 
一 证 (aa 一 2ul1 十 We) + Fa 一 in 十 Ua) 十 2(9u1 一 2 广 ] 二 器 (4.2.49) 
当 i 二 NN 一 1 时 


9 4 
BUN-3— 2uN + UN-1) 一 Fa tuN -2 —2uN—1+uNn)Tt2hquyw_1—2hfnyi1 = 0 {4.2.50) 
当 i=N 时 


2 
FEUN-2— 2UN-1 + UN)+ hqun — hfn=0 (4.2.51) 


于 是 问题 (4.2.44)~{4.2.45) 的 差分 格式 为 


ti 一 本 til 十 (6 十 hg) 一 41 二 Wir2 = ht 六， i 二 23,..+,N—2 

他 十 六 19)to — 4 + 2uz = hi 

2uo — (5 + hig)u t+ dus — us = —2h3f1 (4.2.52) 
UN-3— 2uN_2 + (5 + higuy 1 — dun = htfy_1 

ZUN-2 一 4 1 十 [2 十 hig)um 一 hify 


该 问题 是 C(i2)] 精度 的 差分 近似 ， 
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84.2.2 基于 Galsgrkin 方法 的 差分 近似 


Galsrkin 方法 比 前 面 的 Riesz 方法 范围 更 广 ， 当 方 各 为 非 自 共 胃 时 ， 可 及 用 
Galarkin 方法 . 考虑 问题 


-po EE) + + ou = fr), se (0,1) 
p(O)(F)s0 = aou(0) -an (4.2.53) 
-pl )s = Pull) — A 


当 px) € CUO,H p(x) 站 pain > 0; gr} € C0,1], q(x) 2 0; r(r), flz} € 
CI,1; ao al al 均 为 常数 , 且 aoc, 非 负 时 , 问题 {4.2.53) 有 了 唯 … 解 ，ufz) E 
O210,1]. 3 p(z) € CH0,1], plz) > 0; rtz), q(7), f(z) € zam01 且 g(2), ow0, Bo 斐 氏 时 , 
上 式 有 唯一 解 w(x) € H1(0,1). 

同 Riesz 法 一 样 , Galérkin 方法 也 是 在 有 限 维 子 空间 序列 V5 中 求解 问题 (4.2.1). 
假定 h 一 0 时 , Wi 能 完全 逼近 了 , 即 假设 对 所 有 ve V, 有 


inf | 亿 一 由 | 一 0， 下 一 小 


wh ET 
则 求解 变 分 方程 问题 : 
寻找 立 E T, 使 得 
A = Ply) veV {4.2,54) 
成 为 求解 问题 : 
寻找 wi ce Wh 使 得 
Aluny va) = Fyn), Von E Th (4.2.55) 


定理 4.2.3 (Céa 引 理 ) 在 Lax-Milgram 4.2.1 的 条 件 下 , 问题 (4.2.55) 有 唯一 
解 hy 且 满 足 
| 下 jw 


Inalls 


而 且 洲 如 满 足 问题 (4.2.54) 的 解 ， 则 


(4.2.56) 


了 ， 
le unll sink, le — wall (4.2.57) 


证 明 因为 内 和 六 所 以 问题 (4.2.55) 满足 Lax-Milgram 引 理 4.2.1 的 条 件 , 故 存在 
唯一 的 一 个 解 wn, 而 且 , 取 mm = us, 再 由 强制 性 条 件 得 


allunl < Afup, wun) = Flun) & Fk: |enl| 
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有 
| 和 lw 


anll < 


由 于 ll 与 a 均 与 网 格 步 长 h 无 关 , 由 该 式 可 知 解 wk 稳定 . 
设 ve 剑 , 则 (4.2.54) 式 减 (4.2.55) 式 , 得 


A Up vp) = 0 Yon Eh 
再 根据 At..) 的 连续 性 和 强制 性 , 并 在 上 式 中 联 加 = wi 一 4p，wh E 二 则 有 


allu — unll? & A — upy i Un) = A — Ups te — tn) 
gu ound ~ wll Vin € WVh 


即 


_ inf _ 
le unll < Zing Hh ol 


因此 un 监 化 到 汉 . 
下 面 求 问 题 (4.2.53) 的 解 w € HI1(0,1). 易 知 , 该 问题 的 变 分 方程 满足 


f plo a(n) rr) (me) +alzjatzjsfz) - zyetzjlaa 
十 au 二 eaotlDiafDi 一 af) 一 wofD) = (4.2.58) 
假定 Ys 是 空间 五 1(0,1) 的 有 限 维 子 空间 序列 , 我 们 寻求 近似 解 wz & WW, 使 之 对 


一 切 靖 数 v(x) e Vi 满足 等 式 (4.2.58). 现 设 VW 是 前 面 引 进 的 分 段 线性 连续 函数 空 
闻 , pTD (pj)(i = 0,1,.… ,AN) 是 基 琐 数 , 则 寻求 形 如 


7 
Wh 一 》， wp + (4.2.59) 
j=0 
的 近似 解 . 在 {4.2.58) 式 中 令 v{z) = pl 10(z), 并 将 {4.2.59) 式 代 人 (4.2.58) 式 中 ， 
得 . 
Vt 全 (w+ OO (NH) 直人] a NTD (N+ 
ju ri 2 1 1 Ir Py Pe 
7= 
Te Dd + oowpt THO) N+ YO) 
op Der 0) op 0) Bot) =0 
于 是 由 此 得 到 方程 组 
Qi1Ui1 十 Qi 二 GT 一 机 一 0 一 12 一 
co00ao 十 golt1 一 各 一 (4.2.601 


NIN-IUN-1 十 QNINUN 一 pnv 一 0 


8§4.2 基于 变 分 原理 的 着 分 格式 
其 中 


当 2=1,.…,， 
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六 -1 时 


1 一 并 


Wi,t—1 一 h- ?2[— 广 中 (人 0 十 广 (x 一 Ei 1jJrfZjdr 


江 # 一 1 


+ 1 ea 


让 一声 一 4 zdr + (ZT — Ti)r (rar 一 {tem — TIr(w)ar 
十 人 (zz 一 zi ij2gfzdr 十 人 (zi+1 一 2) gq(z)de] 
Qiitl = hh [一 me pdet fe — x)r(r) 


十 广 fz 一 2 — Ta(r dar] 
当 i 二 人 时 


hn 此 nh 
don 二 hh / plr)ar 一 [ ( 产 一 Zrfz)ar 十 / (太一 wat 十 Oro 
0 0 


当 i = 二 NN 时 


下 下 严 
ao1 一 五- -/ plx)dr 十 / (hw)r{r)dr + Th 一 oon 


av ni 一 一 pi- 三 eth ) 


1 

十 fn 一 zz 一 工 十 aw) 
1 一 点 1 

0NN = h™ A plz)dr + {1 — zx)r{r)qdr 十 fa 一 cpajaa + jf0 

Li 一 php-! - 广 {zx 一 zi}f rar 十 三 ea 一 oa 1 一 1,2 N—1 


n 
b= hl 了 { 下 一 FJ 一 an 
0 


1 
bw =h-! ft —1+Ah)fr)ar— a 
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同 前 面 一 样 , 也 可 以 采取 直接 近似 变 分 方程 (4.2.58) 中 积分 来 得 到 差分 格式 , 若 
在 (4.2.58) 式 中 第 一 个 积分 项 用 中 矩形 公式 , 其 余 积 分 项 用 梯形 公式 近似 , 则 


i 

ti 一 i _ tl 
En) CA) 
t=1 


h Ul — Uo UN — UN—] 
-二 一 -一 4.2.61 
十 3 " 二 Th on| ( ) 


h 
F190uovo + fovo 十 GUNUN + fun] + oovovo + Bounvy — evo — Fvw = 0 


~ (4.2.61) 式 中 , wu 是 任意 的 网 格 旺 数 , 逐个 选取 vw; 二 (i 二 0,1,.… ,NN), 使 w 在 第 i 
结 点 上 取 值 为 1, 其 余 结 点 取 值 为 0( 也 即 令 v; = 50i 一 让 ,7 = 0,1,… ,入 ), 则 


ti CO— Uys_1 i+1 一 Wil1 区 , = | 加 _ 
Di 1 本 十 [ri;— 一 3 士 Gitis 十 filh 0, 2 | ， 1 
h uu h nh 
|—p3 十] - T= (ao 十 290)u0 + ea — 3 {4.2,62) 
h A 一 A nA Fh 
lew-3 十 5rN] 一 一 一 (49o 十 可 gj 十 应 一 afn 


也 即 
(2p;_1 十 rih)jus_1 一 (2pi 1 十 hg as 一 和 天 2 十 1 一 2h2£, 二 1, > A 一 工 
(2p3 — hro + 2Ncoo 十 h?2 go Yuo 十 (hro 一 2p3 )]2a1 = 2 天 ml 一 h* fo 


一 (pw 十 hr 二 (pw 2 + hrn + 2hBo + higqn}un = 2hA — R2 fn 
(4.2.63) 


可 以 验证 该 格式 对 原 问题 是 O(h) 阶 近似 的 差分 格式 . 为 了 得 到 OUp2) 近似 的 格式 ， 
我 们 对 变 分 方程 (4.2.58) 式 第 一 、 第 二 中 的 积分 项 用 中 和 什 形 公式 , 第 三 、 第 四 积分 项 
用 梯形 公式 , 得 到 


N—1 
Dns 和 ll 1 )h 十 DE vn 十 >》 [gi 十 fulh 


1 一 上 4 一 | 


和 
+5 luovo + fovo + Nunvy + fnyvn] + Gouwovo + ounty — Gvo — Bivw = 0 


(4.2.64) 
合理 可 得 
-pe rut — wt [gmtAh=0 i=1,.-..,N-1 
pt = ont am 十 oa 一 2 (4.2,65) 


UN — UN 
pw- 一 一 = 一 (9o 十 Lav)uy + Dy 


84.3 Laplace 方程 的 五 点 差分 格式 ' 133 ， 


也 邯 
(2p;- 3 十 Tih)us_1 一 (pi_ 3 十 h* gi us 一 rihuitr1 二 2h2F, 二 1, ~ N—1 
(2p} + 2hao + higo)uo — 2p3 )u1 一 28on — Re2 fo {4.2.66) 


2pw -3 十 (2pw -3 十 2 十 h2gw jun = 2 一 h2 fw 


可 以 验证 该 格式 为 O(R2) 阶 的 差分 格式 . 


84.3 Laplace 方程 的 五 点 差分 格式 
考虑 Eaplace 方程 的 Dirchlet 边 征 问题 


+ 0，(z ED=t0<z<l0<y<1} (4.3.1) 
uF, 9) = fr,9), (zy) & ON (4.3.2) 


其 中 89 为 区 域 的 边界 . 

对 正方 形 区 域 用 两 组 平行 于 坐标 轴 的 直线 wi 一 记 , yj == jh 进行 剖 分 , 假定 步 长 
为 = 总 ， 则 共有 {M4 -~ 1) 个 内 结 点 . 在 每 个 内 结 点 (i, 站 上 , 用 二 阶 中 心 差分 格式 
代替 方程 (4.3.1) 中 的 二 阶 偏 导数 , 得 


tl Ui jt 2 
0 (4.3.3) 
即 
Yi 于 Tp + en. 1 + i,jtl + Wi,j—1) (4.3.4) 


显然 wi,; 是 作为 四 个 相 邻 点 的 平均 值 来 计算 的 , 这 就 是 Laplace 方程 在 等 步 长 情况 

下 最 简单 的 五 点 有 限 差分 近似 . 该 格式 具有 二 阶 精 度 , 其 近似 的 截断 误差 可 由 Taylor 
级 数 展开 方法 得 到 (假定 高 阶 导 数 总 是 存在 ) 

Bu R20 Ro 了 2 

Wi th + a B+ 6 ei + 216077 

De hw hw 了 Du 


十 (4.3.5) 


Wi 1 Wht om Gh tam) (4.3.6) 
Wz,j+1 = (ut hs 二 和 + er) 【4.3.7) 
Wij 1 (4.3.8) 
将 上 述 西 式 代 人 (4.3.3) 式 中 , 得 
i417 — Zi + Ui 1s Ut 2 + ij (Bu | 下 ua hh? (Su ou 
h2 h2 dr2 Ow? 12 Dr4 Do 


(4.3.9) 
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因此 截断 误差 阶 为 DO(n?). 者 记 截断 误差 为 R{w)， 


M = max{| (4.3.10) 


B21 
则 
h2 
RWI < HM (4.3.11) 


由 差分 格式 (4.3.4) 再 结合 边界 条 件 的 差分 格式 即 wj = 二 ;， 包 人 放 E 69 即 可 
求 得 内 结 点 上 的 近似 值 . 下 面 通过 例题 来 说 明 . 


例 1 对 边 值 问题 
Du Hu 
B+ BD Oz<r<20<y<? 


ul0,g) = 0, uo, = V2, 0O<y<2 


zw D<r<l1 
一， TAL2 


ur 0) = 0, u(r,2) 一 | 


分 别 取 步 长 五 = 3 和 户 = 直 求解 
解 (1) 当 取 刀 = 条 时 , 求解 区 域 的 结 点 如 图 4.2(a) 所 示 , 其 中 已 标 出 边界 上 的 
函数 值 . 在 内 结 点 上 应 用 五 点 有 限 差分 近似 , 可 得 


一 4411 十 W21 十 WW12 = 人 0 

名 
UIl 一 21 十 22 一 一 

pe (4.3.12) 
11 一 512 十 人 92 二 一 了 


14 
Lol 二 tl2 一 4422 二 一 一 


iu= (ual; taly U12, ua)7 ， 则 上 述 差 分 方程 可 写成 纸 阵 形式 


0 

-4 1 1 0 | | = 
1 -4 0 1 U21 9 
I 1 本 -| 2 (4.3.13) 
0 1 —4| | as i4 

9 

7 5 13 ?了 
解 得 4 = (ww31, tua, | ie) = (36'153' 3 13 


(2) 当 取 h = > 时 , 缚 点 如 图 4.2(b) 所 示 , 边界 上 的 函数 值 也 已 标 出 . 类 似 地 可 


和 4.3 Laplace 方程 的 五 点 差分 格式 


图 4.2 = 二 和 请 = 过 时 的 网 格 剖 分 图 


得 差分 方程 
121 十 中 12 十 站 十 日 一 4 一 由 
431 十 履 23 十 1 十 0 一 x21 二 0 
二 
本 十 232 二 Wat 十 一 4431 二 人 0 
uaz 十 13 十 41 十 0 一 412 二 0 
32 十 tas 十 以 13 十 21 一 tian 一 
1] +t aas uaz Wa 一 da 一 
1 
W233+0+u2 一 和 na 一 0 
33 十 1 十 13 十 如 2 一 do3 二 0 
3 1 
4 ut ua3 一 和 
由 此 解 得 


T 
二 Cal, al ta1, U12, Ho2, U2, ti3: U2, a3) 


"1335: 


(4.3.14) 


吕 ] 


一 般 地 , Laplace 方程 第 一 边 值 问题 用 五 点 差分 格式 离散 后 , 车 有 M x M 个 内 


结 点 , 并 记 


下 一 (11, tt21， UM W122 Uogy MM UM UoM 
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则 所 得 的 线性 代数 方程 组 的 系数 矩阵 是 块 三 对 角 的 形式 


hx Ni 


例如 方程 组 (4.3.13) 和 (4.3.14) 的 系数 矩阵 分 别 可 以 写成 


B -I 4 -1 1 0 
El 


和 
B -I 4 -i 0b 1] 0 0 
-T BB -IT|， 其 中 B=|-1 4 -1|,，I=|0 0 
-7 BB 0 -1 4 0 0 


显然 这 两 个 矩阵 是 对 角 占 优 的 , 有 唯一 解 . 
当 x 方向 和 3 方向 的 网 格 步 长 不 相等 时 , 例如 分 别 为 ph; 和 hs, 则 不 难 推 得 差 
分 方程 (4.3.3) 将 变 成 


32124117 + Hii,7) 上 282 (wj+1 + Was—1) 
1+82 工 十 邮 


其 中 8 = 入 . 截断 误差 为 O(h9) + O(h3). 
一 般 地 , 如 图 4.3 所 示 , 对 Laplace 方程 , 我 们 希望 能 导出 这 样 一 种 差分 近似 
Fu Bu 


Bz+ Bo = A 十 Gatt2 十 Gota 十 adtd ~ Cnto = 0 (4.3.16) 


— duij=0 {4.3.15) 


式 中 Ul Ua Ua ad 是 围绕 Ho 选 定 的 网 格 点 上 的 人 值 ， CD ,Od 是 待定 系数 . 为 求 
这 些 系 数 , 首先 将 U1; W923, 4 在 uo 处 作 Taylor 级 数 展 开 


84.3 Laplace 方程 的 五 点 兰 分 格式 1 - 137. 


图 4.3 不 等 间距 网 格 结 点 示意 图 


ul 一 ui 8h 7) = [+ (sl 月 经 + (sh 8 (si A (sih)? du 


ex 2 Baz3 6 Bet 24 gil 
本 | (ssh)? Bu (sh)? ru (sah)t Pru 
v3 = UE— 83h,j) = [ut+( a 2 0 6 Ore3 24 Bx" 
(sz): 92u (ssh Ou (s2h)t Bu 


人 3 一 ut, 十 32h} 一 [ 十 (zh) + 2 2 6 Oy od 5 
du 【一 34 太 2 D2 (—sahys ph 【一 —sah}4 Bh 
Wy 2 6 6 8% 24 By 


4 = ui 548) = [+ (sah) 


再 将 这 些 表 达 式 代 人 人 (4.3.16) 式 中 , 整理 得 


Hw 


Ou 
Ba 十 Bo = 20( 一 ao a+ os as + oa) 


+ 一 Qs83) 十 Be 一 G454h) 


dy 


+ teh)? + aa(sah)] + 


+3 Fa Ot [oo(s2h)? 十 Qalsah)’] 


3 


aa (sa 有 — qalssh) | 十 $3 lea(en) 一 calgah)i] 


1 Bt 1 684 | 
sion (sh)’ 二 G3(83h)}4] 十 a1 a los2h)’ 十 oa{sah)’] 


比较 方程 两 端的 系数 , 得 到 含有 五 个 未 知 数 co, … ,aa 的 方程 组 


一 20 十 上 十 2 十 Q3 十 Cd 一 沾 
Nis18 — Qs3h = 0 
Cosoh — Qasah = 0 {4.3.17) 
O11(91h)? + aa(sah)? = 
ool sah): 十 Qa(sah)? 一 
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求 得 唯一 解 | 1 
20 一 2 sR + sap]| 
加 2 
2 一 s1h{sih 十 33h) 
2 
Q2 一 RS 二 下 (4.3.18) 
加 2 
53 一 33 上 [31 下 十 Sa) 
2 
C4 一 


sahlsoh 十 sah) 
由 这 些 系 数 就 可 以 得 到 不 等 间 座 情形 下 Laplace 方程 的 五 点 差分 格式 
Qoug = O01 十 Dattz 十 Asa 十 Gaus (4.3.19) 
当 刁 二 32 = 83 一 94 二 1 时, 即 等 邮 隔 网 格 , 这 时 ao = 4 al =ao = as 一 aa 一 1 上 
式 即 为 (4.3.3) 式 , 当 si = ss, sa = 34 时 , 即 得 (4.3.15) 式 . 
例 3 考虑 不 等 间距 风格 点 上 的 稳 圆 型 偏 微分 方程 
0 (4.3.20) 


的 差分 格式 , 其 中 工 为 常数 . 
解 ” 对 方程 (4.3.20), 仍 以 下 式 来 近似 {参考 图 4.3): 


du 
十 一 一 十 rao) = CIU1T 十 Cata aus 二 ou — ou = 0 (4.3.21) 


其 中 参数 a0,…,as 待定 ， 同 前 面 的 推导 类 似 , 将 wiyuayusytua 在 wo 处 作 Tayior 展 
开 , 并 将 这 些 展 开 式 代 人 上 式 , 可 得 方程 


一 co 十 嫩 il 十 Ga 十 s 十 aa 一 

ce131 下 一 az53 太 二 全 

agah 一 454 = LL 

cr (sh) + matssh)? =2 
Catsah) 十 oal(sah)? = 


由 此 解 得 
2 十 2 (34 一 82)h 
S183h2 Sasdah Sz2S4h? 
oa = 2 2 = 名 十 sahL 
51f31 十 sg9)h2 32[82 十 84)h2 (4.3.22) 
2 一 sahL 


位 4 一 


C3 二 一 一 一 - ~- 
3 Sa(81 十 sa)h2: salsn 十 54] 下 2 
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将 这 些 表 达 式 代 人 (4.3.20) 式 , 即 可 得 (4.3.22) 式 的 差分 格式 . 对 于 等 间隔 的 网 格 点 ， 
(4.3.22) 式 成 为 


4 1 
_2+hL % _2-AL 
2 a "2p 


口 
上 面 推导 了 Laplace 方程 的 几 种 五 点 差分 格式 , 现 推导 高 阶 差分 格式 . 方法 是 采 
用 如 仁和 的 高 阶 近似 公式 . 根据 二 阶 导数 算 子 的 近似 公式 (2.4.22), 知 


Ou 1 
Dr2 hh2 


了 访 全 二 的 二 OU 


(62 — 64) + O(n’) 


Dri hs 


于 是 对 图 4.4(a) 所 示 的 网 烙 点 , 可 得 二 阶 偏 导 数 的 四 阶 精度 格式 


ru 1 
Hr/ 12h2 
Ow 1 
(0 = -rs 
Dy 12h 


(—ur 十 16us — 30u0 + 16u1 — us) + OS) 


—u6 二 162 — 30uo + 16t4 — ue) + Oht) 


代入 Laplace 方程 , 可 得 其 O(h4) 阶 精度 的 差分 格式 为 


1 
rrr 十 1623 十 16721 一 45 — WU5 十 了 人 wa 十 工 6t4 一 ug] (4.3.23) 


对 图 4.4(b) 的 网 格 点 , 可 以 令 


on 一 


(a) (bt 


图 44 九 点 有 限 差 分 格式 的 网 格 点 
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Bu Pu 9 
十 一 —crotuo 十 1 {4.3.24} 
3 2 
Dr Dy | 


然而 采用 前 面 移 方法 可 类 似 地 求 得 系数 ai, 特别 地 , 对 等 间距 网 格 , 为 


10 2 


3h2’ 3h2 (4.3.25) 
Qs 二 ca6 一 ar 一 8 一 有 5 
因此 Laplace 方程 男 一 个 OQ[h1} 阶 精度 的 差分 格式 为 
a0 = 元 Ba 十 人 2 十 3 十 24) 十 (25 十 26 十 ?7 十 8 (4.3.26) 


下 面 将 看 到 , 该 格式 确 可 到 达 O(h4) 阶 精度 ， 
下 面 推导 一 个 O(h5) 阶 精度 的 差分 格式 . 考虑 如 下 的 Poission 方程 


一 Au 一 一 (2 十 3 f(z, y) (4.3.27) 

其 中 f(z,g) 为 已 知 函 数 , 有 目 假 定 4 与 f 均 有 需要 的 高 阶 导 数 . 易 知 在 结 点 {i 让 处 
有 

ui, Ow h? du h1 os 

h2 (gaa + 1 977. 3600 Br 

Hw; Pu hn? Hu hs Fh 

h2 = (B+ 1 * 60 By 


其 中 至, 六 分 别 z,y 方向 的 二 阶 中 心 差分 算 子 , 黄 式 相 加 , 得 


+ Oe) {4.3.28] 


)i,j 十 Ons) (4,3.29) 


1 a 0 h2 Ou tu hl Ou Ov 
Fa ldr + bp) = (Au)i + 1T3(FA + 机 ji 二 36060055 十 Br + Oh) (4.3.30) 
XX 
Olu Hu 2 六 a? tu 
Bra! By (gz * By (+ BY 4 ra 
pu, 
= Af ~ 2 (4.3.31) 


du Ow a ds Eu 


Br5 t Oy (Bt Bead + 2 BB + os) 


本 (gz Br7By2 + Bn) 
_ /A2 Pia 
一 一 (和 “一 58025972 ) {4.3.32) 
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将 (4.3.31) 和 (4.3.32) 两 式 代 入 (4.3.30) 式 中 得 


1 h2 Rn2 对 
未 (5 + ov) = 一声 一 (Sf — 6 (D220) 

h% ,ha of 6 

300 一 55 CO 

hh hi Af 
= -fi Af) — ALN + (sy 
fi,; pl f) a (A An) hr + 190( Bro 
h2, Hu 
6 B70 )ii + OR®) (4.3.33) 


为 了 给 出 (ei) 的 差分 格式 , 利用 (4.3.28)~ (4.3.29) 式 得 


6262wi,3 Ol h? Bie | 
T= (sans pe ji 十 本 (es pr 
h Ory 12 Or20%2 B77 a2 


h2:, a4 
= (ga) - 本 (jn + Oh’) 


也 电 oy 
由 并 到 ye h? dF 
(有 he + 15 (BraByz) 
将 (4.3.34) 式 代 入 (4.3.33; 式 得 


十 全 人 分 (4.3.34) 


h4 展品 h4 


2 2 Ln 
G2) = fo 13) 300 A s+) 


由 此 得 到 Poisson 方程 O(a) 精度 的 差分 格式 


(52 + 62) uy 5202 h? 天 hp, A 
HL 3 ,IAF od 
还 可 得 到 Poisson 方程 O(h4) 精度 的 差分 格式 
{62 十 62)us,s 6 ; hz 
这 _ 2 :一 -请 ;一 Ta (SA) (4.3.36) 


若 f(z,y) 一 0, 由 (4.3.35) 式 即 得 到 Laplace 方程 of 阶 精 度 的 格式 , 为 
6(4 + dy)wis + du; = 0 (4.3.37) 
也 如 


(Wi 1,;—1 十 Wi 一 1,j+1 十 Wi+1,j 一 4 十 Tit1,j+1) 


十 {i 1 TF ipl + Wag 1 + s,s41) — 20ur; =D {4.3.38) 
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84.4 有 限 体积 法 


有 限 体积 法 也 称 积分 播 值 法 . 当 把 微分 方程 化 为 积分 方程 时 , 导数 降低 一 阶 . 考 
虚 Poisson 方程 


Au (B+) = /ea (ey) en (4.4.1) 


其 中 只 是 zy 平面 上 一 有 界 区 域 . 
在 人 锡 的 某 一 子 区 域 DH 上, 于 端 对 方程 (4.4.1) 积分 , 根据 第 一 Green 公式 


/ / UAudrady = / du, js 一 / / Vou Vudrdy 
D ap On D 


并 取 vw = 1 即 得 


Ou 
Awmizrdy = / -一 ds 
/ 人 ap On 


于 是 有 


一 ds = 人 /rarau YDCAn (4.4.2) 
AD 


其 中 mn 表示 边界 3D 的 外 法 线 向 , 如 图 4.5 所 示 , 对 任 一 内 结 点 D, 有 四 个 相 邻 
结 点 请, 户 , 妨 ,记过 PP(i = 1,2,3,4) 中 点 的 垂 线 转 成 一 正方 形 区 域 ABCD, 记 
为 Dij, 边界 用 3Da 表示 . 式 (4.4.2) 在 D;; 上 也 应 成 立 , 即 


_ Ou 1 / / fdzdy (4.4.3) 
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| pp | 


图 4.5 积分 区 域 示 意图 


用 中 征 形 会 过 近似 线 积分 , 再 用 中 心 差 商 代替 外 法 向 导数 , 则 


suds 一 一 二 [元 Cogl 了 机】 +5 一 一 os (2 中]jas = ¢ $5 [元 dy 一 对 加 


ODi; ODiy 


du 
CD DA 
5 Ou Bru 
Bo raise 


Ui jl 一 U1 — ss sj41 — Ws Ui1,7 — Ui 
Gh 
让 h h h 


= bij ijtl + Wi + Ws, — da {4.4.4) 


Try ft 2 
fdrdy = fdzdy hf; {4.4.5) 
fh emf 
将 (4.4.4)~(4.4.5) 式 代 入 (4.4.3) 式 中 , 即 得 五 点 差分 公式 


2 
di ~ Uj Ut — ii ipl = hf {4.4.6) 


84.5 Poisson 方程 基于 Riesz 法 的 差分 格式 


与 一 维 类 似 , 基于 Riesz 法 的 差分 格式 首先 要 得 到 问题 的 变 分 形式 , 下 面 讨论 二 
维 椭 圆 型 边 值 问题 的 变 分 形式 . 


§4.5.1 二 维 椭圆 型 边 值 问题 的 变 分 形式 
设 mi 是 平面 中 的 有 界 区 域 , 其 边界 90 是 分 段 光滑 的 闭 曲线 , 记 = fu an， 
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50 = 中部 . 考虑 下 面 的 二 阶 变 系 数 椭圆 型 方程 
全 ,du 如 du 


Hr (pa) 一 现世 而) 十 如 ( 字 Wu 于 ft, y), lz, 十 EN {4.5.1) 
u(r, De = oz) (2, ED (4.5.2) 
plz, De = + Boullrs = Bi(z,9), (2,W) € Ds (4.5.3) 


其 中 pplz, EE CN) HL minp(z,W) > 0, gr, ECO) HE afr 2 0, 0(r,y) € CN) 
且 PBs) 2 0 CNN), at 用 EC， 人 用 EEC) 其 中 的 第 一 边 
界 条 件 (4.5.2) 也 称 强制 边界 条 件 , 边界 条 件 {4.5.3) 也 称 自 然 边 界 条 忻 . 自然 边界 条 
件 在 变 分 形式 中 自动 满足 . 

设 容许 晴 数 空间 和 试探 消 数 空间 分 别 六 


M= {ueH (hn = or,)} (4.5.4) 
Mo= {ve Hi(N)ulr, = 0} (4.5.5) 


对 & 2M， Yu EE lMo, 将 v(x 乘 以 方程 (4.5.1) 的 两 端 , 然后 在 介 上 积分 得 


/人 -起 ) -六 | ww wazay+ ff 中， wuvaray = 人 /yeardy (4.5.6) 


根据 Green 公式 , 有 


人 
f fpvu- wordy— 1/ pd ff guodvay = ff round 
n an On nN n 
也 如 


/ev - Vudrdy + quv) dxrdy 一 | — Dou)vds 一 ff fudrdy = 0 


f hv vodrdyt odzayt Bowods [ff frdzay+ f- Bivds = 0 (4.5.7) 
奉令 


a(u, vo) = f ove voaray + gdray + f Bouvuds {4.5.8) 
工 2 
一 ff fodidy+ f Dvds (4.5.9) 
n Ta 
则 与 边 值 问题 (4.5.1)~{4.5.3) 对 应 的 变 分 方程 为 
站 (全 = Fv), veM, Yu E hzo {4.5.10) 


变 分 问题 为 
jd) 会 afu — Fl(u) = min (5.11) 
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读者 不 难 验 证 alw,v】 是 -一 个 对 称 双 线性 泛 症 , 且 满 足 强制 性 条 件 . Eto) 是 有 
界线 性 泛 函 ,因此 由 LaxMilgram 引 理 4.2.1 知 , 方程 (4.5.10) 的 解 存 在 唯一 . 由 
于 alw,v) 对 称 , 由 Lax-Milgram 引 理 的 推论 4.2.1 知 , 变 分 方程 (4.5.10) 与 变 分 问 
题 (4.5.1 等 价 . 下 面 证 边 值 问题 (4.5.1)~(4.5.3) 的 解 与 变 分 问题 (4.5.11) 的 解 一 
致 


定理 4.5.1 4 是 边 值 问题 (4.5.1)~(4.5.3] 的 解 的 充 要 条 件 是 u 是 变 分 问题 
(4.5.11) 的 解 . 


证 了 明 必要 性 设 wo 是 边 值 问题 的 解 ， 则 由 (4.5.6) 式 知 , uo 满足 变 分 方程 
(4.5.10), 于 是 令 = wo 十 Xv, wo EM, 和 eR,ve Mo, 有 
Tu) = Tuo FA) = Tuo) + Aalwos tw) — FEv)] + zau， J) 
二 J {uo) 十 > Xalv, 0) > J (uo), vueM 


即 ao 是 变 分 问题 (4.5.11) 的 解 . 


充分 性 设 to 是 变 分 问题 (4.5.11) 的 解 , 即 满足 (4.5.10) 式 , 由 于 atw,v) 是 对 
称 双 线性 泛 丽 , 故 由 Lax-Milgram 引 理 的 推论 4.2.1 知 , wo 也 满足 变 分 方程 (4.5.10)， 
即 afuo,ti 一 FF(V), Yv € iMo, 于 是 , 由 Green 公式 得 


owo, 0) 一 五 (9 
一 A :Vo gunv)drdy 十 人 ouvds 一 f ftvardy — 人 Bivds 


一 由 YYpo+am -lodzdy + f novds+t 人 [ouo — Bilvds 
2 an En ra 


un 


一 f/f-* -Vpwo + gu0 — flvdray 十 了 pa + Bouo — Bi]jvds 


根据 变 分 法 基本 引 理 , 由 上 式 可 知 


全 Dup 全 Duo 


而 由 页) 一 两 虽 责 )+guw=f, (wen {4.5.12) 
po + Hr Wu = (Neh (4.5.13) 


由 于 two € 对 , 故 wolr, = a(z, 太 . 因此 ao 是 边 值 问题 (4.5.1)~{4.5.3) 的 解 . 
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$4,5.2 差分 格式 推导 


考虑 Poisson 方程 边 值 问题 
2 D2 
(B+ Fi) = fd), (0) ED (4.5.14) 
ulr, = P(E, Y) (4.5.15) 
Br = le, (4.5.16) 


下 面 从 变 分 原理 出 法 , 将 边 值 问题 化 成 等 价 的 能 量 极 值 问 题 , 然后 进行 差分 离散 , 导 
出 差分 格式 . 


图 4.6 求解 区 域 及 边界 示意 图 
由 上 一 小 节 可 知 , 边 值 问题 (4.5.14)~(4.5.16) 等 价 于 如 下 的 变 分 问题 : 求 w < 
Hi(N), 且 wr 二 使 得 
1 . 
JU = 了 Gan u) — (ff,u) -| Wuds = min {4.5.17) 
Ta 


其 中 yp 
a = ff EP + (Randy 


G0 = ff surdy 


为 简单 起 见 , 如 图 4.6 所 示 , 设 9 为 长 方形 区 域 , 并 用 等 步 长 h 进行 剖 分 , 得 结 
点 (i, 7), 4 = 0,1,..: 一 1,3 = ,1,.…- ;NC— 1. 记 每 个 小 正方 形 单元 为 


(4.5.18) 


二 三 {rs SE Tetris Yi 所 YY +1)， i=0,1,..: ;:M—1, 7=0,1,.:..,N-—1 


且 


Ni—1 Ni 


0= 之 


= f=0 
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同时 也 把 边界 三 训 分 成 线 单元 , 记 
Dr 计生 = {T= IM SY E+t1} 


i = {Ti LET Y= Yn} 


于 Baxx hi 十 中 ON EN 


j=0 i=0 
于 是 
M_1N-1 
J = 习 > /+ fray 
站 人 .十 可 
Ne1 M1 
一 3 ， | wuds 一 3》， / Wuds {4.5.19} 
2 ly 人 Bh $m 
下 面 近似 计算 3 式 中 的 积分 
hl du ei 
Ou ,2 lou,2 
i/ 计 坦 ， 3 下 part 2 (B73 + (Bd} 
hi Wj U1 — Uj+1 2 
~ 
_1 2 ,1 2 
= Lj 一 2 + A (itl+1 — ij+1) (4.5.20) 
1 Bu， hp1,, Bu,, Ou 
2/ 4 Wz oY 3 {a jt (By tl 
Rl dtl id ,Witlj+1 HL， 
~ + - 河 } 
1 1 
Ft 用 tl Ui) (4.5.21) 
用 梯形 公式 近似 下 面 的 积分 : 
h2 
f/f fudrdy ~ ivy 十 firlsj ustls 十 下 Ta 十 fri 1 
十 本 ,5 二 要 
(4.5.22) 
nh 
1 提 3 之 WN, US 十 PMH UM) (4.5.23) 
BQ 2 
hn 
人 puds So 3 NYEN.+ PilN UtlN) (4.5.24) 
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将 (4.5.20)~(4.5.24) 式 代 人 到 (4.5.19) 式 中 , 得 到 能 最 7 关于 wyti = 1,… 了 一 
1,…. ,NN) 的 二 次 滑 数 


1 Ml N-? 
Ja = 4 -5 > [uy — U2) + (its 一 
i= j=0 
+ (Wgt1 — Uj) + (is jt — Mat1)2] 
_ 有 一 1 N—1 
人 > 3》 ( fijuis 十 六 ji41,7 十 Fist Ui,j+1 十 firl, HH PH 
1 一 0 一品 
Ps M—1 
一 也 2 (十 人 TU TD) 一 了 > CN VEN + Bit NUiFLN) 
i260 i 一 科 
= 1,: "AL, 了 二 1.-. A 
因此 原 变 分 问题 化 为 多 元 函数 的 极 值 问题 . 令 
| 
=0, =, MM jl NN 4.5.25 
Br . i ( ) 


即 形 成 M x N 阶 线性 代数 方程 组 ， 当 (i, 为 内 半点 时 GG 一 1,.…,M 一 1,j= 
i ,NN 一 1) 由 (4.5.25) 得 


1 1 h2 
iy — Wi-1,j) 十 可 (an 一 AT) 一 fs 

1 1 hn: 
+ (us 一 ti_1,7] 十 Dis — Wj+1) 一 I 


1 1 
+ (i. 一 21 让 十 3 (Was — Uj41) 一 fs 
1 1 h2 
十 可 (ai 一 Wi1,7) 十 了 (es — ti,j—1) — i 三 0 
即 


2 
di — Ui it — Wig — U41 = he fey {4.5.26) 


当 (i 站 为 右边 界 点 而 非 角 点 时 , i 一 MM,j = 1,… ,NN 一 1, 由 (4.5.25) 式 有 
1 1 hz 1 
a (UM — uM}) 十 BD (UM — UM,j41) 一 本 fj 十 Dus — UM 1,i) 
1 h2 
十 DB (UM — M1) — Es 一 hs 三 咯 


即 


1 1 h2 . 
UNM 一 让 -1 一 ITUM TUM 一 fa + hws j=l ,Nl1 (4.5.27) 
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当 (i, 7) 为 上 边界 点 而 非 角 点 时 ， 一 二 ; AT 一 1,3 = NN， 有 


1 1 上 1 
可 一 Wil,N) 十 3 (iN — Ui,N_1) 十 3 (uiN 一 ttl,N) 十 3 (WbN — UiN—1) 


ph2 
一 Tin + him : (4.5.28) 


即 


1 1 六 > ， 
DWN — UN-1 ~ FULN ~ UitlN = a fn 十 Pi i=1, ,M1 (4.5.29) 


当 G5, 站 为 角 点 (M,N) 时 , 有 


1 1 h2 
5 (UN 一 MLNj 十 BLMN — UMN-1) = TIMN + Rw Ny (4.5.30) 


即 
2 


1 1 h 。 
UMN — FUM-LN — FUMN-1 一 HM 十 PN i=1l,- ,M1 (4.5.31) 


(4.5.26)~(4.5.31) 式 即 是 所 得 的 差分 格式 , 在 该 格式 中 , 自然 边界 条 件 自动 满足 . 


84.6 正三 角形 和 正六 边 形 网 格 


除了 在 矩形 阅 格 和 正方 形 网 格 上 训 近 Laplace 方程 或 Possion 方程 外 , 还 可 以 采 
用 由 边 长 为 的 正三 角形 或 正六 边 形 甚至 正 多 边 形 的 规则 网 格 上 进行 差分 , 考 碟 下 
面 的 Possion 方程 六 1 

—An = 一 (及 十 Do) = f(zx) (4.6.1) 

如 图 4.7, 设 z(% 是 任 -内 结 点 ,而 zfi = 1,2.… ,mn) 是 相 邻 结 点 . 从 sz(0 引 
出 rn 条 射线 通过 zt 的 相 邻 结 点 , 记 这 些 射 线 为 站 ,号 ,1,, 射线 4; 与 了 轴 的 夹 
角 记 为 =8+ 至 ,其 中 为 初始 角度 . 引进 在 zi 沿 射线 起 的 右 差 商 

了 (全 的) — u(x) 
h 


我 们 将 用 这 些 差 商 的 组 合 即 


a t= 12 ; 


Laulz (0) _ 3 了 (二 ] ur) 


i=] 


来 近似 Aw(tz). 根据 Taylor 展开 , 上 式 可 写成 


Bu Rou PAu hn Sw 
=Y (+ 严 s 
“二 +) (4.6.2) 


i=] 
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(ay tb) 


图 47 正 一 关 形 和 正六 过 形 差分 网 格 示 意图 


下 面 用 4 关于 x 和 和 的 导数 来 表示 (4.6.2) 中 的 沿 1; 的 各 阶 方向 导数 


m=" 


死 一 cosb 部 十 和 
a ， 是 
5 = AT+ > co820,( 3 re + 2 
cos, 五 D3 sin 30.; 日 3 他 
dl 一 4 (Br3 一 3 十 4 Baa07 8 5) 十 一 ieosbi ,元 十 Sin 6; py 人 
HF 3 cos46 A Sin 40; a 8 
Di a 人 ts (A -36572) + 2 gry Boi) 
cos 20; , 4 a 人 
3 (Bri 本 7) + sin 20; Be 二 一) 入 
a5 5 站 有、 5co30, 05 站 Os 
85 一 8 (eos Oi + in) 人 A 十 16 Bars 一 553692 一 3 pray) 
5 gin 30; 5 避 5 os cos S58, , 0 Os 
16 全 drithy 2 3 + By + 16 15 下 ?gr 10 83) 
ains0;, 如 5 全 
16 (5 + 0 gr 1057373) 
将 上 述 各 式 代 入 (4.6.21 式 中 , 并 注意 
. n+t+l or, #0,+1,+2,...， 
Dcos ab 一 cog 习 (他 十 A) x 4 Sn 中 (4.6.3) 
it1 (—1)em+t /nn, = =0,+1, +2,.…. 
La na 一 2 0,+1, 4+2,...， 
DS_ sin ob; = si i nT) x " (4.6.4) 


i+l (—1)*-D/nn, ~ = 0,+l, +2,... 
性 
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结果 得 到 
nh nh Du 了 Bi 
7 一 本 At 和 十 Ba A tan 3 有 Be 5 一 0)} 
2 一 
5 8B) cosAlO + 1) Ha je Bow Sin (0 + 4)} 
十 (0.5 十 如 3) 十 ow’ + OhS), n>3 (4.6.5) 


其 中 5; 是 克 罗 内 克 符 号 , 由 (4.6.5) 式 推 部, 对 于 和 任意 m > 3, 算 子 工 乘 以 全 以 后 
将 通 近 Laplace 算 子 .因此 在 正二 角形 网 格 上 (n= 6,6 = 0) 方程 (4.6.2) 靖 下 分 格 
式 为 
各 2 : 
- 志 》、 2 = ffzto)) 十 EA) (4.6.6) 


# 一 1 


近似 方程 的 截断 误 盖 为 OP) ,或 


2 六 wz 名 ] - ur) _ Fo [4.0.7) 
《一 工 


截断 误差 为 O(A2). 辣 理 可 知 , 在 正六 边 形 网 格 上 (n = 3,8 = 0 或 7), 差分 格式 为 


3 (DY) wr 
-2 > wwe) 2 ) flr)) (4.6.8) 


该 格式 以 误差 O(h) 通 近 方程 (4.6.1). 特别 地 , 对 正方 形 网 格 剖 分 (n = 4,8 = 站, 差 
分 格式 为 


1 cur) — wz) (0) 
i 一 ”一 ” -一 f 于 } 4.6.9) 
人 ( ( 
误差 为 O(2) 阶 , 该 格式 可 变形 为 


2 
di — ip gt ie — Ud = hh fey 


此 即 Poisson 方程 的 五 点 差分 格式 . 


$4.7 边界 条 件 的 处 理 


前 面 对 -- 个 自 变量 的 两 点 边 值 问题 的 边界 条 件 作 了 处 理 , 现在 考虑 两 个 自 变量 
的 边界 条 件 的 差分 离散 . 
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84.7.1 Dirichlet 边界 条 件 


最 简单 的 情况 是 边界 与 网 格 点 相交 , 如 前 面 矩形 区 域 的 情况 , 这 时 直接 在 边界 
结 点 上 取 值 即 可 . 当 边 界 与 网 格 点 不 相交 时 , 如 图 4.8 所 示 , 这 时 在 结 点 O 处 的 导数 
可 以 如 下 建立 . 如 要 在 O 点 处 作 一 阶 和 二 阶 导数 近似 , 根据 Tayler 展开 公式 , 有 


站 | 
a 二 Wo 十 由 (如 ) 十 二 二 28 (天 下 ) + Oh?) (4.7.1) 
du a ff Ou 4 
U3 二 UD 一 肯 ( 守 ) 十 二 2 (器 ) + Oh ) (4.7.2) 
消去 (2 二)o， 得 
Dupo 1 1 1 一 1 由 


(Bi UAE (4.7.3) 


其 精度 为 0(h?) 阶 . 类 似 地 , 如 用 (4.7.1) 式 和 (4.7.2) 式 消去 一 阶 导数 ( 识 )o, 则 导 


Tt 


图 4.8 ”边界 与 网 格 点 不 相交 


臻 
Ou _1 2 2 2 
(sz7o = Rl To TIT 页 2o] 
其 精度 为 O(P) 阶 , 类 位 地 , 可 以 求 得 ， 在 O 点 处 关于 y 的 一 阶 导数 和 二 阶 导 数 , 为 
Du 1 1 1 一 名 0 


(4.7.4) 


(By Bl #2 “0 1 
(Su)o 岂 Li 2 2 ] 
Ww 982(1 十 的 ) 3 +1 十 如 T+ 皮 “0 


于 是 Poisson 方程 全 i 十 党 = = Fe, 在 点 处 可 近似 为 


| 2up Dura Zug ] 1 ， 
十 站 了 本 一 一 一 一 = 的 
MIO htm ito ir m+ Pio (475) 


其 中 wa,us 为 二 在 边界 上 的 值 ,fo = f(xo,yo). 
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84.7.2 Neumann 边关 条 件 
考虑 Laplace 方程 的 Neumann 边 值 问 题 


Pu Pu 

B+ hi (zy EN={0<2,y < 1} (4.7.6) 
Du 

zn len = g(2,, (ry) € ON (4.7.7) 


其 中 69 表示 区 域 0 的 边界 . 问题 (4.7.6)~(4.7.7) 仅 当 
f st was =0 
GL 


时 才 可 解 . 为 使 解 唯 …, 可 指定 区 域 中 某 点 的 u 值 . 若 取 网 格 步 长 为 h = 地, 网 (4.7.6) 
式 的 差分 格式 为 


ti j=0 i= ,MM (4.7.8) 
在 zx = 0 处, (4.7.7; 式 的 差分 格式 为 
U1 — Ws = 2hgo,y {4.7.9) 
其 中 4_1; 是 虚 网 格 点 , 在 {4.7.8) 式 中 令 ;= 二 0( 即 w= 0) 成 立 , 得 
1 二 十 Woj4L 十 0,j-1 一 duo,; 一 0 (4.7.10) 
由 (4.7.9) 式 和 (4.7.10) 式 联 立 消去 w_1,;, 得 左边 界 z=0 处 的 二 阶 精度 的 差分 格式 
4uoj — 2u17 — U0s41 — Wos1 =2hg0s, j=1,..-,M-—1 (4.7.11) 


同 理 , 对 右边 界 x = 1, 有 


di — UM UM 一 MT = 2hgMsj, j=b...,M—1 (4.7.12) 

对 底 边 界 y = 0, 有 
dus0 — 31 — Uit1.0 — i100 一 2hgio, 7=1,-.-.,M—1 (4.7.13) 

对 上 边界 y = 1, 有 
4 — DU M1 UM tM = hgmM, i=1,...,M-1 (4.7.14) 


下 面 对 四 个 角 点 建立 差分 格式 、 对 左下 角 点 (i = 0,j = 0), 在 方程 (4.7.8) 中 
令 i=0,7= 必 得 
U0 0 ol 二 Wo,-1 — uo0=0 {4.7.15) 
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再 由 1 = 0,j==0 处 边界 条 件 的 差分 格式 
MD 1 — U0 = 2hg00 W100 ~ W110 = 2hgo0 
与 (4.7.15) 式 联 立 消去 wo,-; 和 u-uo 的 左下 角 的 差分 格式 
duno — 2410— 2u01 = 4hgoo 1=0,7=0 
对 右 下 解 点 (i = 24,j = 由, 在 方程 {4.7.8) 中 令 i = M,j7 =0, 得 
WUaf+10 THT UM LO0T UML Um 1— dumo= 人 0 
再 由 i = 3M,; = 人 处 边界 条 件 的 差分 格式 
UMT10 — LM-11 = hgMo, 证 MT 一 RD0 
消去 uwyrin 和 wr _1, 得 右 下 角 的 差分 格式 
dam — 2uM 10— 2uM1 = 4hgwo, i=M,7=0 
对 左上 币 点 i = 0,3 = MM, 在 方程 (4.7.8) 中 令 i 一 0,; = M, 得 
HM 二 1M 二 Wo, M41 二 Uo-1 — Aunp my = 人 0 
再 由 i= 0,7 = M 处 边界 条 件 的 差分 格式 
UNM — UM = 2hoo0 Mm Uo M+1 ~ Uo,M -1 = 2hg90 邮 
消去 wow 和 won,m_1, 的 右 下 角 的 差分 格式 
dup Mm — 2u0 M1 — uM = dhgom, i=0,7j=M 
对 右上 角 点 i = M,j = M, 在 方程 (4.7.8) 中 令 i = M,j = MM, 得 
UMTL MT CML NM 二 HM MT + UM M1 ~ dumat = 0 
再 由 i = M,j = M 处 边界 条 件 的 差分 格式 
UMILM — UM—LM = 2h9M MM Ta 一 MU 一 2hgnr 
消去 waryiwr 和 rr rr, 得 右 下 角 的 差分 格式 


MM 一 2 一 20M M1 = hgmm, i= M7=M 


(4.7.16) 


(4.7.17) 


{4,7.18) 


(4.7.19) 


(4.7.20) 


(4.7.21) 


{4.7.22) 


(4.7.23) 


最 后 由 (4.7.8) 式 、(4.7.11)~(4.7.14) 式 和 (4.7.17)~(4.7.23) 式 构成 矩阵 方程 


AU = 2 


(4.7.24) 
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其 中 
B -27 
一 了 B 一 了 
A= ， 
一 了 B 一 上 
2 (M+I)x(M+1) 
4 一 入 
一 】 4 —1 
B= 这 + 人 {4.7.25) 
一 4 一 1 
一 (M+1)x(M+1) 


和 GG 分 别 为 


U= (UD, De 

Ui=(uo UMi), t=01, 0 ,MM 1M 
G= (GoGL, ,Gu Gum) 

Co = (290,0,91,0;°'" YM-~1,0, 29M,0) 

Gi = (90 9Mi) i=1,... ,M1 


GM = (2g0,M; 91,Ms :GM 1M 29M,M) 


84.7.3 Robbins 边界 条 件 


考虑 如 下 混合 边 值 问题 

Fu Pu 

B+ Bi 0 (ZV EN= {0<2y<1)} {4.7.26) 
9 

-pu fy), z=0,0gy<1 (4.7.27) 
而 一 gz = gx), 500D<Szsl (4.7.28) 

r=1, 0O<&y&1l 
= + 人 zz, 人 一 4.7.2 

v= YT, 人 (4.7.29) 


其 中 p,q, f,9,7 均 是 已 知 函 数 . 取 关 = 页 , 则 (4.7.26) 起 的 差分 方程 仍 为 (4.7.8), 式 
即 


Wtlj tT littl 1 dj;=0, ,i=l ,MM 
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下 而 考虑 边界 条 件 的 差分 格式 , 对 边界 x = 0, (4.7.27) 式 的 差分 格式 为 
(一 wu 站 一 2hpjuoy 一 2 广 (4.7.30) 
结合 (4.7.8) 式 在 z = 0 处 的 差分 方程 , 联 立 消 去 ww_1;, 得 x = 0 时 的 差分 格式 
2u1y + W041 + oj 1 — (4 + 2hpijtos =2hfy, j=1, ,M1i=0 (4.7.31) 
类 似 地 对 边界 y = 0, (4.7.28) 式 的 差分 格式 为 
(Wil 一 由) 一 2hoiuio 一 2h0， 了 =1 ,1 (4.7.32) 
再 结合 (4.7.8) 式 在 y = 0 处 的 差分 方程 , 联 立 消去 wi -1 得 y= 0 时 的 差分 格式 
2251 十 Wi+10 二 210- (4+2hg)uso = 2hg, i=1,..,M-1;j=0 047.33) 
对 第 一 类 边界 条 件 (4.7.29), 有 


UN = "YM; 了 一 0,1, A 


[4.7.34) 
Ui M 一 $=0,1,.…… :MM 


在 左下 角 点 (i = 0 了 = 0 处 , 令 方程 (4.7.8) 及 (4.7.30) 式 和 (4.7.321 式 也 都 成 立 , 得 


U0 uo 01 二 to-1— uo=0 {4.7.35) 
HL0 一 站-_10 一 2ppoann = #0 (4.7.36) 
U0,1 — Uo,—1 ~ 2haouo,o = 2hg0 {4.7.37) 


由 上 者 三 式 联 立 消去 wo,-1 和 w_1o 得 第 点 (i = 0,; = 0) 处 的 差分 方程 为 
2u10 + Bui0,1 — (4 + 2hpo + 2hg0)ioo = 2h(fo + g0) (4.7.38) 


于 是 由 (4.7.8) 式 、(4.7.31)~v(4.7.33) 式 及 (4.7.38) 式 可 形成 M? 个 未 知 数 的 线性 代 
数 方 程 组 


Au = hG 
其 中 4 是 MM 阶 块 三 对 角 和 抢 阵 
Eo FF 
rr El Fa 
AA= : 


84.7 边界 条 件 的 处 理 . 157 - 


其 中 
1 
-+h(po to)/d 3 
1 
一 一 人 十 下 二 
5 {2 hq) 
En 一 
1 1 
二 —(2+ hgm-2) 5 
1 2 
a (2+ hha) Rx AT 
一 [2 + hpm) 1 
l 一 4 1 
Em = 放 (m = 1,2, ,M1) 
1 一 4 1 
! -4 MxM 


下 是 M 和 阶 三 对 角 阵 diag( 才 ,1,… ,1)， 
U= (Uo U0, ,Uw 
其 中 Uo,…. ,Uw-1 均 为 M 维 向 量 : 
oa- =D ,M1 
B= (Go GT , Gm) 


其 中 Go ,Gmw-1 均 为 M 维 向 量 
h 1 
Go = (hg ,hgm 2 hg9M—1 一 BYM0) 


1 
G1 = (hfy-1 — FVM TM 一 了 Ma 一 ET 


Gi; = (hfi,0,. 0 一 TU J 一 1 一 2 


如 果 Neumann 或 Robbins 边界 条 件 中 的 法 向 木 平行 于 网 格 线 , 如 图 4.8 所 示 . 
这 时 wa 的 值 可 从 ( 煞 )4 近似 得 到 : 


UM U4 十 UO 
于 是 
位 ho 一 日 
UB 一 tg 本 uo + A(T)a 
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§4.8 差分 格式 的 收 钱 性 分 析 


考虑 县 有 Dirchlet 边界 条 件 的 Poisson 方程 


一 Ver {ry EN= (0,1) x (0,1) (4.8.1) 

ulon = fx, (2, Ean (4.8.2) 
的 五 点 差分 格式 的 收敛 性 . 设 Az= 二 和 Ay = 远 分 别 为 z 和 方向 上 的 步 长 
该 问题 的 五 点 差分 格式 为 

Li,jui,s = 2 一 -5 ; 一 人 上 【4.8.31] 

A Ayi YY 
i=1, ,Ms 1, j=1,...,M,-1 

uj = foj, 1=1,.… ,My—1 (4.8.4) 

ua 一 (4.8.5) 

WiD = fio, i=1,...,M,—! (4.8.6) 

iM = fom t=1, ,M1 {4.8.7) 


该 格式 是 对 问题 (4.8.1)~(4.8.2} 的 OCAz23Y + DLA82) 精度 近似 ， 假如 差分 方程 
(4.8.3)~(4.8.7) 的 未 知 量 以 如 下 方式 排序 


T 
时 一 (Wl R12 UM 1 My 1) 


则 可 写成 矩阵 形式 


ALT = 


其 中 G 是 已 知 列 向 量 , 4 的 形式 为 


tr 8B ! 
Ay2 A 
六 二 ”- . 1 ， (4.8.8] 
1 1 - 
-了 B _ 
Ay? ,| Ay? 


A (My — x(tMy 1) 
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其 中 BB 是 (M5 一 1) x (Ms 一 1) 矩阵 


1 1 1 
也 _ — 
(x Ayz) 和 xz 1 ] 
2 十 x) pe 
Ar? Az2 Ay A 
1 (二 +- -元 
Ax2 AT2 | A 1 Ar | 
__- 外 一 一 十 一 一 
和 I2 (A 入 到) {Mo—1)x(M:—1) 


(4.8.9) 
由 于 4 是 对 称 正定 算 阵 , 所 以 4 是 开道 的 , 因此 问题 (4.8.3)~(4.8.7 有 了 唯一 解 . 或 
者 我 们 根据 4 的 不 可 约 对 角 占 优 也 知 4 是 可 道 的 ， 
下 面 讨论 差 分 解 的 收 伍 人 性. 设 "是 问题 (4.8.1)~(4.8.2) 的 解 , 4 = {uj}{i 二 
0 ad 了 =0 ,My) 是 问题 (4.8.3}~(4.8.7) 的 解 . 设 Go 表示 区 域 0 的 网 烙 
凡 , G8 和 8Ga 分 别 表示 区 域 9 的 内 部 网 格 点 和 边界 网 格 点 . 定义 Gn, GO 和 8Go9 
上 的 网 格 函 数 的 上 确 界 范 数 


lulloc = max luisl, (iN) eGn [4.8.10) 
lajlseo = max hyl, (i 7) EG {4.8.11) 
usoo065 = max ijl, (bj) € GR (4.8.12) 


下 面 证 明 高 散 极 大 值 原理 (离散 极 小 值 原理 完全 类 同 ). 
命题 4.8.1 《离散 极 大 值 原理 ) 假如 在 % 上 


Li,jui,i 一 (+ A A Huy 扫 U 


(Lijuis 0D 则 tj 在 Gp 上 的 极 大 值 ( 极 小 值 ) 只 能 在 边界 BC 上 达到 
证 明 假定 ws 是 G8 上 的 一 个 局 部 极 大 值 , 即 
Hj 1 Ha Ui i,j 突 i741 Wi,j 实 Uz, jo—1 


且 其 中 至 少 有 一 个 大 于 号 成 立 , 则 


Li juis = UE — With Vil 十 2 一 1 一 人 1 
EL 了 rn? Ay2 
> tl i tl Wi 1 tl 1 jl 
I i 
AT? A 


这 与 条 件 Lijyui,; 和 0 了 矛盾 . 故 wj 在 Go 上 的 极 大 秆 只 能 在 acGn 上 出 现 . 棋 小 值 
情况 类 似 . 
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口 
命题 4.8.2 假定 wij(i = 0 ,Mz,j = 二 0,… ,My) 是 Gn 上 的 一 个 网 格 函 教 ， 
且 to, = UM = Ui,0 = ui,M, = 0, 则 


1 
llulle < sllLisvwisllooo (4.8.13) 


其 中 以 表示 由 Uj; 构成 的 向 量 . 


证 明 考虑 定义 在 Cn 上 的 一 个 网 格 畏 数 由 且 在 Gn 上 满足 ww;; = 0 定 
这 C8 上 的 网 格子 数 
， Si = Liosumy, Ne 


显然 
-Sao0 & Era < Slloo0 (4.8.14) 
其 中 5 = {5S;;}. 定义 ,| | 
1 
wy = 了 [ma 3) + (Wy — a) 
注意 
了 一 一 | 


于 是 由 不 等 式 (4.8.14) 知 
Piste — Sloo0wi,) = 了 ra — 1S ||ooo LosWwij = Lesyuss + ||S|leo > 0 
同 理 , 有 
Lis(uisj; TNSi|oo0rtwi,y) 0 
因此 名 一 5liwow 的 极 小 值 和 名 寺 Slow 的 极 大 值 均 出 现在 边界 8Go 上 . 于 是 


Paxle 十 [S||owo0w) 一 |1S||eoo0lliwl | oo8 0G0 


区 i 二 |S ||oo0tWwi,s 
之 Ty I? i, 站 拓 en 


或 


-lShooollwlloooGn & ,7 & 上 Seooll 吕 acn 
因为 loliescs = ,所 以 


1 
Hulleo & sl Evaslloc0 


由 命题 4.8.2 可 以 证 明 下 面 收敛 性 定理 . 


64.9 极 坐 标 下 Poiasion 方程 的 差分 格式 .161 ， 


定理 4.8.1 设 wEeECI(R) 是 问题 (4.8.1)~(4.8.2) 的 解 ,wij 是 差分 方程 (4.8.3)~ 
{ 和 .8.7) 的 解 ， 则 


le 一 ale < CAw? + Ay Olloo0 (4.8.15) 
其 中 
pe 
Orolo = sup | EE (een ptt p04 (48.16) 
Q0 是 0 的 内 部 ， 


证 明 注意 ||84vljooo 是 在 区 域 G 的 内 部 上 计算 的 四 阶 导数 的 极 大 值 . 设 " 是 
偏 微分 方程 (4.8.1)}~(4.8.2) 的 解 , 由 相 容 性 条 件 , wj 满足 


Lijtij = gi + O(Az*) + OM) (4.8.17) 


1 Di Di 
Ar! A 
这 Gat + AY 


且 截 断 误差 首 项 为 jij. 因为 wi,; 满足 


DiyWis = ij (4.8.18) 
(4.8.17) 式 减 (4.8.18) 式 得 
io — is) = O(Az? + Ay) 
或 
| 1 
上 | 二 bs 一 te,5) |o00 S (Ar + Ay)IO ||oo0 
又 在 BC 上 Di 一 iy = D, 于 是 报 据 命题 4.8,2 有 
1 宇 2 和 
| — le se 二 (4Gz + Ay YB doo0 


即 
lv — ulloo & CAz? + Ay NO voo0 


| 口 
该 定理 表明 Poission 方程 第 -- 边 值 问题 5 点 差分 格式 的 解 收 伍 于 问题 本 身 的 解 . 
34.9 极 坐 标 下 Poission 方程 的 差分 格式 


本 节 简 要 讨论 极 坐 标 下 Poission 方程 的 差分 格式 . 分 别 考 虑 二 维 圆 环 区 域 和 圆 
盘 区 域 两 种 情况 . 
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1. 圆 环 型 区 域 
—Vau= gr R= {rN :Ri<r<l0sd < ar) (4.9.1) 
uBR 0) = fi(0), 0 € [0,27l (4.9.2) 
wll,0) = (0), 0 € [0, 2] (4.9.3) 


其 中 Laplace 算 子 V? 在 极 坐 标 系 下 为 


19., du 1 
Vw = 让) 十 a (4.9.4) 
这 里 给 出 的 是 Dirchlet 边界 条 件 x = R; 各 7+ = 1 上 的 值 , 但 方法 可 扩展 到 Neumann 
和 混合 边 值 问题 . 

取 步 长 Ar = 一， A0 = 咎 ， 得 网 略 { 人 一 人 


则 (4.9.1}~(4.9.3) 式 的 差分 格式 为 


1 1 
一 FA [viral — Hd) Tip2 (Us — Hi-1,7)] 一 TEA eu = gi 
i=1,. ,M1, j=1...,Me-1 (4.9.5) 


] 
一 六 riteaLg — Wi,0) 一 Fi-1/2 (ui,0 一 Wi—1,0)| 
Et 


一 i (a 20 WM 90 7=1, ,Mm—1j=0 (4.9.6)} 
wi = Wio, i= 0, ,Mr {4.9.7) 
uoj = f1(0;), j= 0 ,Me (4.9.8) 
wd = f2(0;), 7 =0,.. ,Me (4.9 .全 


注意 当 了 = 0 和 了 = Me 时 , 66 的 差分 格式 是 一 样 的 ，(4.9.7) 式 表示 周期 性 边界 条 
件 ， 
方程 (4.9.59)~{4.9.9) 可 写成 矩阵 形式 


AU =F (4.9.10) 
其 中 UU 是 共有 (ad 一 1) x Ms 个 未 知 量 的 列 向 量 ， 


这 = (了 


Ui = {Wo U0 U0 Ui Moi), t=1,.,M,.-1 
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矩阵 4 为 MM -1 阶 块 三 对 衣 方 阵 


41 一 了 1 了 
一 Ce 了 了 2 —"yal 
A= 
一 全 1 一 2 了 了 9 2 一 了 Mr 一 2 了 
on rnDxtw 
其 中 
3:; Et 一 
一 上 ; Bi Ei 
Ei 应 一 总 
T; = 

Ei 应 Ex 
—&i —£ Bi 


Ti— . 
= ,M1 


Ci 二 
" riAr2 
Ti+1/2 ， 
i 三 一 ].:.. hE,, 一 上 
riAr2 : 7 
8 一 -12 十 和 十 1732 2 
riAr2 r2Ag2! 
1 


2 FA 并 


其 中 了 是 Ms 阶 单位 矩阵 , 右 端 列 向 量 为 
P= (Ff ,fui1) 


GM 10 + Yu, 1hlb0) 


910 十 上方 (60] 
gM, 1 十 了 1L 产 (fi 


#1,1 十 of (1) 


Ma 1 i oarfitdn,_1) gM 1 Me + YM, 1 fal 1) 
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短 阵 4 的 系数 具有 对 角 占 优 性 , 因为 
{Ni — 1} x (Mg —1) 
(ans| = >》 [ai|; j= 2 2 
J 一 1 


(ar 一 这 ta 一 1 


aal> >， aol 


j=2 
(M,—Dx {Me—1) 
| 


oaf -li > 2 em 
3 一 1 


且 4 不 可 约 , 因此 4 可 道 ,方程 (4.9.10) 有 唯一 解 ， 


2. 图 盘 型 区 域 
-Vu= Fir, Ra= {rNM:0gr<L O00 2r} (4.9.11) 
v(1,0) = f(D, be [0, 27] {4.9.12) 
该 方程 的 差分 格式 如 下 

1 

Ar2 [rir1y2 {Wil 一 Wj) 一 -ia(e — Wi—1,3) 
1 

A = gi =i Mr ml, j=1,..,Me—!1 (4.9.13) 


1 
pA [relya (az+1.0 — U0) — ri—1y2 (us.0 一 Wi—1,0)] 
Ej 


1 , . 
-Ag (al — Bo WMe1) = m0 i= M1 j=0 (4.9.14) 
t 


Ui Ms — Ui i = 0， 四 Mr (4.9.15) 
Mg—1 
4 2A8 
Ar AAT 2 Yj 9 {4.9.16) 
j= 
UM = fo(0;), j= 0,... ,Me (4.9.17) 


(4.9.13)~(4.9.17) 式 可 写成 形式 
AU 一 再 [4.9.18) 


其 中 U 是 有 MelM -Ti + 个 未 知 量 的 列 向 量 


也 三 (Ui, Ca, “0 , Ua,.—1), Co = (uo) 


i= {uo tly tie tiMs 1), t=1,..:,M.—1 
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征 阵 4 为 
or T dT 
人 _ 了 1 一 个 1 了 
—Q21 3 一 ?2 了 
A= | . {4.9.19) 
一 Cd 3 了 了 fr 一 ?ad -2 
一 GaM -1 TM —1 
其 中 
4 
Ar2 
_ Ti—1/2 7 十 172 
riAr2’” ?nAr2 
Bi = Ti /2 十 证 173 2 so 1 
- riAr2 A riAr? 
Bi 一 人 由 一 后 
一 号 应 一 号 
Es 应 一 点 
Zi = , | 5 i 二 1,2,. jd 一 ] 
Es 应 一 器 家 
Es 一 Es 应 Me x Ms 
右 问 列 向 量 下 为 
五 一 {fo, 1,.…- 1 fu 1) 
Hi0 
i,1 
f= , 1 t 一 工 ， ,Mf — 2. fh = (g0) 
Hi Moe—l 
JM 10 + YM, 112 (60) 
ga 1 + YM 1 f(t ) 
fu -1 = 


GM —1,Mg -1 十 Tar -1m 1) 


注意 4 中 的 元 素 a11 子 块 是 1 x 1 阶 矩 阵 , oliz 子 块 $S 是 1x Mi 阶 秆 阵 , az 子 块 工 
是 Me x 1 阶 矩阵 , 其 余 元 素 子 块 均 为 Me x Ms 矩阵 .未知数 wo 表示 二 0 时 {对 
所 有 全 的 4 值 . 
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同 理 可 验证 , 系数 矩阵 4 满足 主 对 角 占 优 性 , 因为 


Mefadr -11 
lait| = >» lai;| = ti + 2e; + 
j= 
2 -1T+i 
AT TEA 1 2 Mol 


对 第 一 行 


al 二 -和 

11| 一 内 2 

| | M209 _20pag _ 4 
5 一 NATr? ”让 Ar 成 


j=2 
又 各 不 可 约 , 因此 问题 (4.9.13)~(4.9.17) 唯一 可 解 . 
由 上 可 知 , 圆 盘 型 区 域 的 Poisson 方程 第 一 边 值 问题 比 圆 环 型 区 域 的 Poisson 方 
程 第 一 边 值 问题 多 -一 个 方程 , 即 关于 圆心 的 方程 . 下 面 说 明 如 何 建立 圆心 处 的 善 分 
格式 , 即 {4.9.16) 式 ， 
首先 根据 第 -- Green 公式 , 易 知 


Du 
ff sueay = 人 Bi (4.9.20) 


其 中 A 为 Laplace 算 子 ,n 为 0 的 边界 99 的 外 法 线 方向 . 由 此 得 到 ( 极 坐 标的 散 度 
定理 ) 


i198 . Bu 1 Bu du . 
/ 人) 十 mA =- 人 Bs (4.9.21) 
取 积 分 区 域 中 为 圆心 0 半径 为 字 的 加 形 域 , 则 
du 27 gu 点 了 Ar 227 Bu 
A (4.9.22) 


在 该 区 域 R 上 对 方程 (4.9.11) 两 端 积分 , 并 利用 (4.9.22) 和 (4.9.22), 得 


各 2 2 舍 [ 
-人 人 = 上 [ gtr, O)rdrdg 
? 0 0 


2 睛 六 
对 左 端的 积分 采样 矩形 公式 近似 , 右 端 积分 采用 中 矩形 公式 近似 , 得 
Ar nl Qul Sr, 0;) TAr? 
2 志 和 4 
进一步 近似 得 


_ ArAg bp ar, 人) — u(0,0) xrAr? 


2 2 AT 4 
j=0 
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也 即 
Or 


YD 


g0 


注意 0, = Wo, I0, 7T) = go0, MeAd = 27, 知 土 式 可 化 简 为 


du 2AN 
A TAT2 三 5 人 323) 


84.10 用 离散 Fourier 变换 求解 椭 辆 型 问题 


本 节 介 绍 用 离散 Fourier 变换 来 求解 椭圆 型 方程 的 解 , 主要 思想 是 通过 Fourier 
变换 先 求 得 傅 氏 域 中 的 解 , 然后 再 通过 逆 变 换 求 出 原 问 题 的 解 . 本 节 与 $7.1.2.2 介绍 
的 伪 谱 法 思想 实质 是 一 致 的 , 


”考虑 椭圆 型 边 值 问题 
Vu=g, {ry EN= (0,1) x (0,1) {4.10.1) 
vlan = D0, (x,y) €£ on 【4.10.2} 
和 相应 的 差分 格式 


(+ A Bu = 97k, j= Me m1 k= (10.3) 


UOk = UMok = 0, k=0,. ,MM, {4.10.4) 
0 一 Uj My 一 0, 了 一 0, 四 ， 4.10.5) 


其 中 Az = 三 和 Ay = 前 分 别 为 x,y 方向 的 步 长 . 
设 隔 数 f(x) 定义 在 网 格 点 G = {zo = 0zrl = 5r ,zm = 1} 上 , 匡 fi0) = 
f(1) 一 0, 现 定义 方 厅 = 0,… ,MHz) 的 离散 Fourier 变换 


_ 1 af= 一 1 
万 = 三 Fne Dr (4.10.6) 
Yt m=0 


而 方 可 表示 为 fi 的 离散 Fourier 道 变换 
(Me —1)/2 
fne'™™iAs, Df 为 奇数 
方 = ett (4107) 
fne™ iA, Mj 为 侦 数 


m=—(NM—1) /2 
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注意 所 (5 = 0,… ,Maz) 的 离散 Fouier 变换 与 逆 变 换 定 义 有 多 种 形式 , 其 中 常见 
的 一 种 是 


(adgz 一 1172 


= 9 fme mir (4.10.8) 
m=0 
(Ms —1)/2 
j= 2 fne i (4.10.9) 
z ™mn=U 


可 以 验证 这 两 种 定义 本 质 上 -一 样 , 但 当 采 用 第 一 种 正 反 变换 对 (4.10.6)~(4.10.7) 式 
时 , 雍 含 序列 fj(7 = 0,… , Mz) 的 周期 为 21, 并 在 闭 区 间 [1, 中 上 采用 正 交 系 由 = 
eifjAz( 这 里 1 = 1)， 当 采用 第 二 种 正 反 变 换 对 (4.10.8) ~ (4.10.9) 式 时 ,蕴含 序 
列 户 人 = 0,… ,Mz) 的 周期 为 4, 并 在 闭 区 间 [55 采用 正 交 系 $= elfyas (这 
里 1=1). 

为 简单 起 见 , 假定 MM. 和 MM 均 为 奇数 , 根据 (4.10.7) 式 , 将 函数 wj 和 9; 表 
示 成 有 限 Fourier 级 数 形式 


(M1)72 
Wjk = ,bmp "iA (4.10.10) 
mm 一 一 [az 一 1 
其 中 
] 地 =1 
家 mm 一 一 》， Um RE 一 AT (4.10.11) 
* m=0 
和 
th —1) /2 
gk= >》 ein (4.10.12) 
m=—[M,—1)/2 
其 中 
1 Mr!l 
Gk ge (4.10.13) 
Ms i 二 避 
命题 4.10.1 
(M3:+1) /2 IxAs 
jk = > —4sin? 3 mn ke iA {4.10.14) 


各 一 一 (= —1)/2 
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证 明 注意 
(Mart1) /2 
b2uy 一 rm kOe TIAT 
m= (M1)/2 
LAT + iI} 2 - 
drm kel "TAT (em im"Ar) 


m=~(Ms—1)/2 
(Mz —1)/2 


一 站 


oo TTAT . 
_4 sir me 


Te 一 [da 一 1 


器 
将 (4.10.10) 式 和 (4.10.12) 式 代 人 差分 方程 (4.10.3) 中 , 得 到 
[ndfe 一 1)72 
包 2 PT 和 二 
(a + Juik = > eT {4.10.15) 
m=—{[M; -1)/2 
一 此， mTAT i 2 
-上 4.10.1 
[A sin 了 十 {4.10.16) 
= gjk [4.10.17) 
CM —1)/2 
= emi (4.10.18) 
m—=—{Ms—1)/2 
= fp (4.10.19) 


在 上 面 两 式 乘 以 br。 并 求 和 , 得 


一 并 2 JTAT 1 、 > 
[ra sin * 订 一 3 十 A ols.s = dj,k; 


k=1, ,Mo 1, t= (M12, , (MM, — 1)/2 (4.10.20) 
对 边界 条 件 wjo 一 wj,m, = 0 作 变 换 , 得 到 
让 0 一 让 jd 一 172 age 一 1)732 


这 样 变换 后 的 问题 及 边界 条 件 可 以 写成 
入 了 1 


1 入 
| A sin 7 十 Ay2 yi = j,k 
j= Ms lk=1,.-..,M,—1 (4.10.21) 
dy0 = ym, =0 {4.10.22) 


可 以 看 到 , 对 每 个 j, 方程 (4.10.21)~(4.10.22) 可 作为 三 对 角 方 程 组 来 求解 . 此 外 , 也 
可 对 方程 (4.10.20) 对 y( 以 指标 表示 ) 作 离 散 Fourier 变换 , 即 
Gd 
De (4.10.23) 
m=~— (My,—1)/2 
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共 中 
] My—l 
人 —imwkA 
拉 一 中 
(My —11)/2 _ 
De [4.10.25) 
和 二 一 (一 1 
其 中 
1 at: 
和 —imrkAy 
9 了 2 Bime (4.10.26) 


于 是 方程 (4.10.20) 可 变 搞 成 


六 3 A (4.10,.27) 
了 一 1 ,Ai —1, 丰 一 |， ,My—1 
解 得 jk 为 
1 
2 2 tA 四 4 Sin2 may ek 
j= ,Ms—1, k= ,M1 


首先 用 公式 (4.10.13) 和 {4.10.26) 式 求 得 六 局 再 用 (4.10.20) 式 求 得 站 六 最 后 
用 (4.10.23) 式 和 (4.10.10) 式 求 得 wwj 3. 


练习 
1. 福 1/4 圆 形 域 人 == {zx,|z > 0,g > 02 十 只 <1 中 求解 Laplace 混合 边 值 
问题 
pu, Pu 
7 By 
uD =0, OO<y<1 


=0, (rz, en 


二 0 0 0O<zxz<1 


其 中 在 图 绝 边 界 上 , w= 16x5 - 20z3 二 5xf{0 x 世 1). 取 = + 进行 计算 , 并 将 计算 
结果 与 问题 的 精确 解 ww = x 一 10x3y? + 5zyt 比较 . 
2. 求解 桶 圆 型 第 -~ 边 值 问题 
Bu Fu Ou 
Br By "Or 
uD y= sinny, ul,y)=0,0<y<1 
ur =ur1)=0 J<zr<l 


=0, a>0 
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这 里 只 = TriO< wy < 1}. 该 问题 的 精确 解 为 
ur es sinh(ho)(! ~ x) sinny/ sin(ho) {4.10.29) 


其 中 = 二 全 取 户 = 了 ac= 40 进行 计算 , 并 与 精确 值 作 比较 
3. 在 由 y= 0y=2+27x 和 y= 2 一 2zx 所 用 的 区 域 上 求解 Laplace 方程 
的 Dirichlet 边 值 问题 . 
4. 在 单位 正方 形 区 域 上 求解 如 下 椭圆 型 方程 的 Dirichlet 问题 
下 , Ou du 
Bz tea) 十 pad + fz,y)=0 
其 中 f(zx,) 是 已 知 画 数 . 
Hu 站 21 


5. 求解 单位 正方 形 区 域 上 的 Poisson 方程 Ba 十 Bz = f 的 混合 边 值 问题 , 其 
中 在 x=1 上 具有 Neumann 条 忻 Ou = 9, 在 其 余 二 边 上 具有 Dirichlet 条 件 . 
6. 用 一 维 FFT 求解 下 列 椭 团 进 答 问题 


—Viu=erty, (ry eR=(0,1) x (0,1) 


4.10.30 
d=0, (rz,y) EdR 人 ) 


7. 几 二 维 FFT 求解 练习 1 中 的 问题 , 比较 两 种 方法 的 计算 结果 . 
8. 在 图 4.7{b) 中 的 正六 边 形 网 格 上 推导 


—A2ut+ou=f 


的 4 点 差分 近似 格式 , 其 中 ofzx,y) 和 f{z,3y) 为 已 知 函 数 . 
9. 在 图 4.8 的 正三 第 形 网 格 上 , 推 必 方 程 


一 六 十 ou 二 
的 一 个 七 点 近似 差分 格式 , 其 中 a(x, 妈 和 f(x,y) 为 已 知 晴 数 . 
10. 考虑 柱 举 栋 下 均匀 网 格 (Az = Ar) 上 的 Lapaee 方程 


go 9, Pu 
Br rir 822 


的 五 点 差分 格式 . 
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偏 微分 方程 离散 后 形成 的 差分 方程 归结 为 一 个 线性 代数 方程 , 可 写成 给 阵 形式 
Au = 于 (5.0.1) 


其 中 4 是 nxn 阶 方 阵 , w 是 未 知 列 向 量 , 已 知 列 向 量 . 通常 这 是 一 个 大 型 的 线性 
代数 方程 组 , 求解 该 大 型 线性 代数 方程 组 有 直接 法 和 适 代 法 两 种 ， 迁 代 法 是 一 种 更 
重要 的 方法 . 本 章 介 绍 迭 代 法 的 基本 理论 与 算法 ， 


85.1 残 量 校正 法 


§5.1.1 选 代 格 式 


设 姻 是 的 一 个 近似 , 则 误差 为 e 一 二 一 也 , 残 差 为 +r 一 了 一 Aw. 易 知 , e 和 
满足 方程 
Ae = AU —w)= ff Aw=r (5.1.1) 


由 方程 (5.1.1) 得 校正 方程 
世 二 裕 十 二 贡 十 A 1 (5.1.2) 


因此 , 对 一 个 给 定 的 近似 解 w, 求解 方程 {5.0.1) 的 -… 种 方法 是 计算 r, 然后 由 方 
程 (5,1.2) 计算 ww. 显然 , 假如 能 够 计算 4-1r, 则 可 以 直接 求解 方程 (5.0.1) . 残 量 校 
正法 是 近似 4-1, 然后 定义 迁 代 格式 


Wetl 一 ww + Br* {5.1.3) 
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这 里 下 二 了 一 Aww*, B 是 4-! 的 某 种 近似 . 若 8 = 了 则 得 Richardson 选 代 格 式 
otl ot {5.1.4) 
8$5.1.2 收效 性 分 析 


选择 初始 值 ww?, 由 碗 代 格 式 (5.1.3) 得 到 序列 xw*, 显然 , 序列 w* 对 所 有 的 B 
和 zi" 都 应 收敛 到 方程 (5.0.1) 的 解 . 下 面 分 析 收 敏 性 . 由 方程 (5.1.1), 可 将 残 量 校 
正 格式 (5.1.3) 改写 成 


wtl = wt Br = w+ BAer (5.1.5) 
这 里 e* = 一 tw*, 车 将 方程 (5.1.5) 乘 以 -1 再 加 tw, 则 有 
ertl—~et— BAe*=(I— BAYet a Ret : (5.1.6) 
其 中 矩阵 召 = 7 一 B84 称 为 误差 传播 矩阵 或 选 代 和 矩阵 . 因为 
llestil| < NI- BAI es < .< | — BA = BITilled) 


我 们 称 RI| = Il - BA4l| 为 收复 因 学 , 显然 有 下 面 的 结果 ， 


命题 5.1.1 车 | 如 | < 1, 则 近似 方程 (5.0.1) 的 解 序列 wk 对 任意 初始 猜测 400 
将 以 模 || :|| 收 襄 到 方程 (5.0.1) 的 解 4. 


命题 5.1.1 中 的 模 || .|| 指 有 限 维 (ny 空间 的 上 确 界 模 或 is 模 . 和 矩阵 的 上 确 界 
范 数 虽然 容易 计算 , 但 不 常用 于 证 明 迭 代 的 收 伍 性 . 假如 考虑 5 模 及 和 矩阵 FR 是 对 称 
的 , 则 ||RIls = 让 避 , 其 中 plBR) 为 R 的 谱 半 径 , 所 以 可 以 计算 五 的 特征 值 来 确定 收 
证 因 子 .. 

定理 5.1.1 残 量 校正 方程 ett+1 = Re 对 任意 的 初始 选择 ww5 当 且 仅 当 p( RR) < 
1 时 收 鼓 . 


证 明 对 任意 初始 向 量 w?, 则 第 让 次 残 量 校正 后 的 误差 满足 
+1 ~ Reed 


由 于 im e“ 二 0, 故 上 式 等 价 于 dim RY = 0, 又 由 定理 1.4.8 知 , 这 等 价 于 p(R) < 
1. 因此 车 任意 初始 向 量 200 , 迁 代 收 做 的 充 要 条 件 是 MR)<L. 
口 
假设 nxn 阶 抢 阵 RR 有 nn 个 完全 无 关 的 特征 向 量 , 特征 值 按 大 到 小 排列 成 | 和 :| 
|2sj 关 2 |3nl; 对 应 的 特征 向 量 记 为 eli, ea :…, zn, 则 可 以 依据 4 的 特征 向 量 写 
出 初始 误差 向 量 e? 为 
el 一 》 aidi (5.1.7) 


to—1 
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区 
ek+l 一 Re* = Retled = 》 az Ti 一 Ya tls (5.1.8) 
1 一 1 一 
上 式 可 改写 成 
Tn A 旦 十 1 
estl ~ AR+l[algl +y a a 2i] (5.1.9) 
党 


因为 当 上 一 oo 时 ,As+l 一 0 显然 , 最 终 收 化 性 由 | +| 确定 . 注意 , 当 大 很 大 
时 , 有 
pst! A a A tla 及 |e*t™||Alle*|| Ew A 


因此 为 将 误差 减少 一 个 倍数 


_ le | 


te*|| 
必须 迭代 约 m = inclnli 次 ， 例 如 将 误差 减 小 到 10-* 倍 , 则 m= -ET 
当 | 守 1 时 ,m 变 得 很 大 , 例如 , 为 将 误差 减少 到 10~! 傅 , 苦 和 | = 0.99, 则 选 
代 次 数 必 须 为 m ~ 230. 
上 面 的 分 析 表 明 残 量 校正 格式 的 收 敏 性 主要 由 其 中 一 个 最 大 特征 值 (和 其 他 
| 法 | ss 1 的 特征 值 ) 控制 . 在 残 量 校正 计算 中 大 部 分 工作 是 消除 与 那些 “最 大 特征 
值 ” 相关 的 特征 向 量 的 分 基 . 


定义 5.1.1 证 4,BeC?x*, 如 对 革 正 整数 是 | < 1 则 称 


R(AS) = 一 In(4x) 直 = 一 二 In114s 


为 给 阵 A 的 第 太 次 只 代 的 平均 收效 速度 . 著 RAK) < R(B*), 则 称 星 阵 召 比 站 的 
第 此 次 磷 代 快 . 
定理 5.1.2 设 4ECnxn, 则 天 次 选 代 的 平均 站 部 速度 满足 
im Bf45 = — ln p(tA) a Ro (A) {5.1.10) 


因此 称 Rol A 为 给 阵 4 的 渐 近 收效 速度 . 
证 明 ”由 定理 1.4.2 知 , pf4A) < ||4|, 所 以 


plA) = [P(A]E = [p( A & |.AKIIE (5.1.11) 


又 对 性 给 的 = > 0, 作 和 矩阵 


A= 
ptA)+e 
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网 显然 plde) < 1, 于 是 由 定理 1.4.8 知 ， im As = 0, 因此 存在 正 整 数 N = N(e), 使 
得 当天 > NN 时 ， 


| 
142 一 pA) + er 1， Yh > NI(s) 
上 式 等 价 于 
ASIIE < plA) +e (5.1.12) 


结合 [5.1.11) 式 , 有 
plA) < IAI < p{A)+e 


由 于 = > 0 任意 , 不 妨 取 c=, 因此 当 一 oo 时 , 有 
p(A) = lim 14 
类 而 | 
InptA) = I lim IAM = lim TIn||A| 
=— lim R(AK) 
县 
im R(A*) — — np(A) 


攻 由 于 ||48| 寡 plA*) = [ed fk 寡 1), 因此 有 下 列 命题 . 
推论 5.1.1 设 AeCwx",||At|| 之 1 (k 宕 1), 则 Ro(A) > ROARY. 
例 1 已 知 


试 比较 大 次 适 代 和 矩阵 A* 和 B* 的 平均 收 敏 速度 
解 由 于 
pg |ar de np_ | 0 
-| | 2 -| 
于 是 
2 吉 
= + 由) ,B=B (113) 


对 充分 接近 于 1 的 a, 由 (5.1.13) 式 知 , ||4*|| [k > 1) 是 递增 的 , 旦 对 某 些 小 的 上 
值 ,||45| > 18*1, 但 当天 一 00 时 , 显然 有 A*|| < | 有 | 
口 
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85.1.3 迁 代 中 止 准则 
有 两 种 最 常用 和 最 成 功 的 迭代 中 止 淮 则 , 一 种 是 度量 相 邻 两 次 迭代 解 的 误差 
la 一 如 “| 《5.1.14] 
尺 一 种 是 度量 残 基 
中 = 用 一 aosl| (5.1.15) 
下 面 分 析 这 两 种 中 止 准则 的 合理 性 . 对 第 二 种 中 止 准则 , 注意 
ef=u wo A Au Aw) = AAIF — Aw*) = A-'r* (5.1.16) 
所 以 
EL (5.1.17) 


因此 者 使 残 芋 r* 的 模 有 界 , 解 与 真 解 的 误差 模 ||e*|| 也 将 有 界 , 所 以 , 使 用 | "|| 作 
为 中 止 准则 是 合理 的 . 
从 残 量 校正 法 的 定义 


otl ant = Brk 
其 中 B 是 4-1 的 某 种 近似 . 由 该 式 再 结合 (5.1.16) 式 , 有 
er = A-lpk 一 4 一 1 吾 ~1fapk+1 _ wt) 
所 以 
上 人 | < 147 BT aes+ — esl| (5.1.18) 


因此 , 假 乔 使 连续 两 次 迭代 的 误差 有 界 , 则 解 与 真 解 的 误差 模 ||e*|| 也 有 解 . 
由 于 (5.1.17) 式 和 (5.1.18) 式 中 均 有 4-1, 经 常会 出 现 难以 计算 的 情况 . 下 面 以 
和 迭代 矩阵 来 表示 误差 佑 计 . 1 


定理 5.1.3 设 员 是 残 量 校正 法 的 选 代 矩阵 且 || 刀 | < 1, ww* 是 第 大 次 选 代 解 ， 
则 有 后 验 估 计 
| 


je 从 1 Ale 一 也 | (5.1.19) 
和 先 验 估计 
k RE a) 0 


其 中 es 二 宙 一 40*, tu 为 真 解 . 
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证 明 由 残 量 校正 方程 e* = Re 知 


er 一 再 ek l= Ru — ww we) 
= Rw — wi) + Rw — wl) = Re + Rw — wwe!) 


即 
(1 — Rje* = R(w* — tw!) 

或 

et = (7— RI RO — we 1!) 
注意 || 三 1, 有 

- kk al k k— 
les||= | - BAR he 一 过 1A 让 ”| (5.1.21) 
此 即 误 差 的 后 验 佑 计 (5.1.19) 式 . 
因为 

et 一 Re*-t, ek-1 一 Re*-2 
两 式 相 减 得 

0 4 一 1 一 R(w*-! tp?2) 
从 而 


ho” — wth TRIN Net ~ pe) 7 BI — wo 
将 该 式 代 人 (5.1.21) 式 中 有 


Ilia” 
1 一 | 


lle < lo — wl 


此 即 误差 的 先 验 估计 式 . 

口 
注意 当 jj 好 | =* 1 时 , 即使 相 邻 两 次 的 选 代 解 of -- tp*-1| 很 小 , 也 不 能 判定 jje*|| 
很 小 . 

85.2 基本 大 代 法 
首先 将 方程 Au = 中 的 第 阵 4 分 解 成 


A=L+DI+iU 
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其 中 天 是 下 三 角 矩 阵 , 由 4 的 对 钊 线 之 下 的 元 素 组 成 , D 是 对 角 完 阵 , 下 4 的 对 角 
线 元 素 组 成 , U 是 上 三 角 矩 阵 , 由 4 的 对 角 线 之 上 的 元 素 组 成 , 即 


0 QL1i 
U2] 0 
| 0 a Qn 
D {2n 
U = : (5.2.1) 
0 


由 Cn 1n 


下 面 将 看 到 , 选择 L, D,U 的 不 同 组 合 , 将 得 到 不 加 的 迭代 格式 . 
$5.2.1 Jacobi 迭代 格式 
Jacobi 迁 代 是 先 假设 初始 徒 ww?, 然后 计算 新 值 ww1, 并 继续 这 -一 过 程 , 直至 收敛 . 


用 和 矩阵 的 形式 可 表示 为 
Dwrtl+(L+Uw = (5.2.2) 
即 
wetl DilL + Uw + DF (5.2.3) 
因 rr = 了 一 Aw*, 也 即 
f=rt+(L + D+ Uw {5.2.4) 


所 以 (5.2.3) 式 可 写成 


wtl = DUEL + UR + Dl(rk 十 Awrt) 


= w+ Dir* (5.2.5) 

Jacobi 迁 代 格式 的 渤 代 矩阵 为 
Ri=I-D-'A=D (DA= -Di(L+U) (5.2.6) 

Jacobi 迁 代 格式 的 分 量 形式 为 
rt = 二 (Ff 一 > Ca) 一 站 :2 {5.2.7) 
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Jacobi 选 代 格式 的 一 个 变化 是 加 权 Jacobi 选民 . 该 格式 先 用 Jacobhi 格式 算出 
一 个 中 间 值 w+1, 然后 通过 一 个 正 参 数 w 来 加 速 修 正中 间 值 ww*+!, 得 到 新 的 迭代 
值 wt+1, 可 以 表示 为 


Dt! = tw + Dir 


Wl — 下 十 (DEL 一 wo) (5.2.8) 
即 
wrt ow wD lp, (5.2.9) 
所 以 加 权 Jacobi 选 代 格 式 的 移 代 征 阵 为 
BRry = 了 工 -ouD- A=( -wwR (5.2.10) 
其 中 Rj 为 Jacobi 选 代 格式 的 透 代 和 矩阵 . 
例 1 求 Eaplace 方程 第 一 边 值 问题 
-Au=—($t + 2) =0, {z,) EQN= (0,1) x (0,1) 
u=g, (rE ON 
的 五 点 差分 格式 
Tau + A dd =0, i=1 ,M1; j=1,...,M,—1 
的 Jacobi 选 代 矩阵 的 特征 值 , 从 而 判断 迁 代 格式 的 收 令 性 , 其 中 Az 和 Ay 分 别 为 x 
和 的 网 格 步 长 . 
解 设 、 为 Jacobi 选 代 矩 阵 的 特征 值 , > 为 其 特征 向 量 , 则 满足 
Rm= —D (LL+Uzr = Me (5.2.11) 
所 以 
—{L + y= ADe 
或 
oat 十 YL 十 (eat + Ea,j 1) = RATi,y 
i=l, Me 1; j=1,... ,M1 (5.2.12) 
这 里 太 = 2 + Kn) 并 假定 zo = za j=0(7= le My) rin = iM, = 0 
(i = 1,: 二 | 


下 面 用 分 离 变量 法 来 求 矩阵 RJ 的 特征 信 . 设 x;; = ziyy, 将 其 代 人 (5.2.12) 得 


1 1 
Ar2 (Vit1Yy + TaiYi) + 六 Cs + Ti8 1) 一 hATiYy 
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两 端 除 以 ziy; 整理 得 


了 i++1 十 区 i 一 1 Yj+1 + Yj-1 
下 5,2.13 
hA Ti 和 了 2 A ( ) 


左边 是 i 的 函数 , 右边 是 7 的 王 数 , 两 边 相 等 , 只 能 是 常数 , 例如 pp. 因此 , 包括 边界 
条 件 , 我 们 得 到 下 面 的 差分 方程 


Yi+1 十 ¥i—! 三 HAY 1 二 1, ,Ny —1 (5.2 14) 
yo = Ym, = 0 
TiH1 + Fil = (AA— Arri, 一 1 ad 一 1 (5.2.15) 
wD 二 出 对 。 一 0 
方程 (5.2.14) 等 价 于 特征 值 问题 
0 1 
1 0 1 
~ 本 Y= pAyY 
1 性 1 
1 0 
其 中 了 = (加 ;YM,-1)1， 该 方程 的 系数 矩阵 的 特征 值 7?。 为 
Ys = HAY =co8 ST s=1,...,M,-1 {5.2.16) 
A 


而 方程 (5.2.15) 等 价 于 特征 值 问题 


= (hj)R, s=1,...,M,—1 


其 中 六 = (zt za ,wat。-1) 7. 该 方程 的 系数 矩阵 的 特征 值 w? 是 


Ws 一 (XE — ps) Ar?2 cos (7, P= Me ls=1,...,M,—1 {5.2.17) 


I 


联 立 (5.2.16) 式 和 (5.2.17) 式 消去 js, 得 Jacobi 送 代 和 矩阵 的 特征 值 闻 为 


1 PT 1 有 
3 一 了 (一 一 7 08 二 一 十 一 CD08 一 一 
P AT Me Ay WW) (5,2.18) 
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显然 |33| 的 最 大 值 出 现在 s=p=1( 及 s=M 一 1 和 p= Ms 一 1) 椒 , 所 以 


2, 1 开 1 开 
AR 一 下 RE NM + A WM 
因为 2 1 1 
MAR) (A AS 
Ar? A 


所 以 Jacobi 松弛 格式 求解 该 Laplace 第 -… 边 值 问 题 是 收敛 的 . 


85.2.2 Gauss-Seidel 秋 代 格式 


Gauss Seidel 选 代 简 称 G-8 选 代 ， 总 是 利用 最 新 算出 的 值 ， 选 代 格 式 为 可 表示 为 
(L+D)w lr Uw = 于 (5.2.19) 


好 
wtl = (Li+ DD iw +{L+ Dif (5.2.20) 
走 (5.2.4) 式 可 将 上 式 改写 成 


dtl 一 —{L+ D}-iUart 十 (L + DD)-ir* + {LD + Uw 


二 tw 十 (上 二 器] 1r* 823) 
连 代 矩阵 为 
Res =—{(L+D) IU {5.2.22) 
G-S 迭代 的 分 量 形式 可 写成 
Zt 一 一 ( 一 Yatt! 一 3 Qi] i 1,2,...- ,Nn (5.2,23} 
出 j= j=i+1 | 


关于 Jacobi 迭代 和 G-S 迭代 的 收敛 性 有 如 下 命题 . 


定理 5.2.1 车 有 壬 严格 对 前 占 优 , 则 Jacobi 达 代 和 G-S 选 代 对 任意 的 初始 值 4 
都 收 将 ， 


证 明 Jacobi 选 代 ”只 要 证 明 Ry 的 某 种 范 数 小 于 1 节 可 . 由 于 A 严格 对 角 占 
优 【aa 区 0), 所 以 
». ai! < ez， i=1,2,..-.-,n 
I=1 ,#1 
凤 
pb | < 


nn 
i=l 
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Ia = 1 DC+DIe=max 5 pa 
j=l ji 
故 上 |RyHso < 1 从 而 Jacobi 选 代 收 化 
G-S 先 代 设 入 是 Ros = 一 (全 十 石 )-1 的 任 一 特征 种 , x 关 0 是 相应 的 特征 向 
量 , 则 有 
(ML+ D+U)E=0 (5.2.24) 


现 证 必 有 | < 1. 用 反 证 法 , 若 |A| 宕 1, 又 因为 4 为 严格 对 角 占 优 窍 阵 , 所 以 


> 名 + 凡 > | 之 | 


5 Ii+l i 


性 
六 | 二 |+ — 
>N 寻 | 折 光 训 | 


即 


A > 总 1 3 | 


了 一 ?十 


这 表明 盾 阵 和 (L+D)+5 = AL+XD+U 也 严格 对 名 占 优 , 由 定理 1.3.4 知 和 (L+D}Y+U 
非 奇 异 , 因此 (5.2.24) 只 能 有 和 零 解 z = 0. 矛盾 . 所 以 |A| < 1 从 而 G-$ 迭代 收 伍 ， 
口 


定理 5.2.2 著 4 和 不 可 约 对 角 占 优 , 则 Jacobhi 造 代 各 8 迁 代 对 任意 的 初 值 tn0 
都 收 诚 . 


证 明 我 们 只 需要 证 明 p(BR7) < 1 和 p(Res) < 1. 对 Jacobi 迁 代 , 设 入 是 Ri; = 
一 D7(L+ UD) 的 特征 值 , = 天 0 是 相应 的 特征 向 量 , 则 有 


CD+E+Dz=0 (5.2.25) 


假设 [A| > 1, 则 由 4 的 不 可 约 对 角 占 优 性 , 知 AD + 十 5 也 一 定 不 可 约 对 角 占 优 ， 
从 而 由 定理 1.3,8 知 , AD 填 工 十 U 非 奇异 , 因此 方程 (5.2.25) 只 有 零 解 x = 0. 矛盾 . 
所 以 p(R) < 1 从 而 Jacobi 竟 代 收 化 . 

对 G-8 迁 代 , 仍 用 反正 法 . 设 Ras = 一 {LL+D)-1U 有 一 个 特征 值 入 满足 | 和 I 1 
则 det( Rcs — AT) = 0, 即 


det(—~{L + D) UU ~ AN) = det({L + DY I)U + EL + DIADN)) 
= det{(L + D) idet(U + (L + DIATY [5.2.26) 
= det((L + D) dettL + D+A =0 
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因 4 不 可 约 对 角 占 优 , 所 以 oa 闫 0G = 1 ,m0), 于 是 det( 王 十 站 天 0 又 44= 
L+D+U 与 +DD+^-!10 的 零 元 素 与 非 零 元 宗 位 置 完 全 一 样 ,所 以 L+D+ 和 XU 
不 可 约 , 再 注意 | 和 | 1, 所 以 工 十 品 十 和 -15 也 必 对 第 本 优 ， 因 此 , 由 定理 1.3.8 
知 ,LL 十 品 + 和 -1U 非 奇 异 , 芭 det(L 十 D+ 和 -107) 关 0, 从 而 (5.2.26) 式 不 等 于 零 . 亨 

盾 . 因此 必 有 pfRes) <1, 从 而 G-8 选 代 收 伊 . 
加 


定理 5.2.3 车 4 对 称 正定 , 则 pfRBeslj<1 从 而 人 8 选 代 收 将 ， 
该 定理 是 下 面 判 断 逐 次 超 松 弛 迭代 格式 收 伍 性 定理 5.2.6 当 w = 1 时 的 特殊 情 


涡 ， 

例 2 考虑 例 1 中 的 G-S 选 代 和 矩阵 的 特征 值 . 

解 ” 设 为 G-8 选 代 惩 阵 的 特征 值 , x 关 0 为 其 特征 向 量 , 则 满足 

ResT 一 一 ( 工 + DI IUsgy = 和 了 
或 
—Uw = AL+ DL 

也 即 

1 1 1 1 

AT2 Tit 十 Ay2 It 二 入 -za 内 了 1 十 2(7 + A 一 Re 


(5.2.27) 
其 中 假定 Uo 二 HM, = 0 {7 一 由 ; Mf), Bin 三 Wi, 一 0 (2 = 0,.…- ;My ). 
现 仍 用 分 离 变量 法 求解 (5.2.27) 式 , 设 zi = zigy; 代 人 (5.2.27) 式 中 , 得 


1 上 1 1 i 
A Titlyy 十 A iyi+1 二 入 一 人 1 | 2 十 六 本 Ja Ay2 Vi! 


上 式 两 端 同 除 ziy;, 整理 得 


1 wirl 和 A Vil A 1] Yj+l 入 yiy 


5.2.28 
上 了 AT2 i A 护 A Yi ] 


其 中 太一 2 + i) 同 理 , 方程 (5.2.28) 两 端 只 能 取 常 数 , 设 为 六 因此 , 包括 
边界 条 件 , 得 到 两 组 差分 方程 
Ag -1 十 2 上 + = (hA ~- AP, j= 1,.… 一 上 
yo = ym, 一 修 


ATi1 十 Lidl = HAT Tj, 1 一 1 Ad 一 上 


To= Th, = 0 
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方程 (5.2.29) 等 价 于 特征 值 问题 

0 

. Y= (WDAyY 
和 A 0 1 
用 


其 中 站 = (0, ,ym,-1) . 该 方程 的 系数 矩阵 (2 一 1 芥 三 对 角 阵 ) 的 特征 值 ?。 
为 
m= (A pA — 2VAoos TT, s=1,..., My~1 (5.2.31) 
Ei 


方程 (5.2.30) 等 价 于 特征 值 问题 


其 中 互 = (zi, 722,… ,YM。-_1)7. 该 方程 系数 短 阵 (M6 -1 阶 三 对 角 阵 ) 的 特征 值 wp 
为 


LU 一 AsAr 一 2 知 cos 7， p= ,Mi —1; s=1,...,M,—1 (5.2.32) 
rr 


由 (5.2.31) 式 和 (5.2.32) 式 联 立 消去 ps, 可 得 G-$S 近代 和 矩阵 的 特征 值 为 


AP -一 4 1 cos 了 十 1 oog i 
”jh2NAr Me AP ay {5.2.33) 
s=1, ,My—1; p=1,. ,Mi—1 
最 大 特征 值 交 
N= cos + TY 5.2.34 
1 A AT Ai NM (5.2.34) 
所 以 


|<1 


因此 由 定理 5.1.1 知 用 G-S 和 迭代 格式 求解 收 伍 . 我 们 还 看 到 G-3 送 牧 矩阵 的 特征 值 
是 Jacobi 迭代 和 矩阵 特征 值 的 平方 , 因此 G-S 迭代 要 比 Jacobi 闪 代 快 ， 
国 
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85.2.3 逐次 超 松弛 选 代 格式 


逐次 超 松 弛 (SOR) 方法 是 一 种 通过 一 个 正 参 数 w 来 加 速 G-8 迭代 法 的 一 种 方 
法 . 给 定 w*, 用 G-S 和 迭代 计算 一 个 临时 值 硬 *+1, 然后 按 下 式 


wrtl 一 we + wtl 一 (5,2.35) 


来 计算 新 值 w*+!, 再 由 rww*+! 出 发 , 重复 这 一 过 程 , 自 至 收 傅 .SOR 选 代 过 程 可 以 
表示 为 


Dott!i + Ltl + Uw = (5.2.36) 
” - hg 和 J (5.2.37] 
由 上 两 式 消去 多 *+1, 得 
wtl =(D+wL) tL wD wi + wD + (5.2.38} 
或 由 (5.2.4) 式 可 将 上 式 改 写成 
wetl 一 人 十 四 (十 wor [5.2.39) 


其 中 det( 了 DD 十 wL) 关 0, 因为 D+wL 为 主 对 角 元 素 as 关 0 的 下 三 角 阵 . 相应 的 迁 代 
和 矩阵 为 


Rsor = (D+wL) | — wD — wu 
当 w = 1 时, Rsor = Rs, 即 SOR 迄 代 退化 为 G-S 选 伐 . SOR. 迭代 的 分 量 形式 
为 ( 仍 假定 aa 关 00 = 1 ,n)) 
¢—1 Le 
于 
是 j=1 j= 
关于 收 敏 性 , 有 下 商 的 定理 . 
定理 5.2.4 {Kahan) SOR 途 代 矩阵 满足 
plRsor) 2 iw—1| (5.2.41) 


从 而 SOR 选 伐 收 仇 的 一 个 这 要 条 件 是 


D0<w<2 (5.2.42) 
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证 明 车 和 {f= 二 1,… ,m) 是 Rsoa 的 特征 值 , 则 


J [Mi| = det (Rsor) = det((D + wL) det((l — wD — wd) 


z 王 1 


= det(D 1l)det{(1 —w)D) = (det D) HL 一 wdet(DD) 


区 Teasoam) = pasop 三 (1 一 局 六 


tl1 


若 SOR 迁 代 收 襄 , 则 pLRson) < 1 因此 由 十 式 得 0 < w < 2. 


口 


可 以 证 明 若 系数 矩阵 4 是 不 可 约 的 和 对 钊 占 优 的 , 则 SOR 方法 对 所 有 0 < ww < 
1 收 敏 【Yong, 1971). 后 面 的 定理 将 证 明 , 当 A 对 称 正定 时 ,0<w<2 是 G-S 迭代 


收 敏 的 充分 条 件 . 
85.2.4 对 称 与 反对 称 超 松弛 选 代 格 式 


SOR 先 代 格式 的 两 个 变形 是 对 称 超 松弛 适 代 格式 (SSOR) 和 反对 称 超 松弛 选 代 


格式 (USSORJ 


SSOR 是 连续 两 次 使 用 8DR 壕 代 , 第 一 次 是 “ 癌 前 "的 SOR, 即 采 用 具有 松弛 因 
子 u 的 SOR., 第 二 次 是 “向 后 "的 SOR, 松弛 因子 仍 为 w, 这 两 个 过 程 亲 以 表示 为 


t+ 二 = Reopw: + Bf 
wt1 一 Rsonw"t# 十 Bofa 
其 中 
RsoR = (D 十 wE) (1 一 wD 一 wuU] 
Bi=w(D+wL)! 
Rsor = (D+wU Hl ~ wD — wr 
Bs = wD+wD)-! 
(5.2.43) 式 和 (5.2.44) 也 可 表示 为 
tt tw BIT 
tl vt 十 Bor*t 


其 中 


(5.2.43) 


(5.2.44) 


(5.2.45) 
(5.2.46) 
(5.2.47) 
(5.2.48) 


(5.2.49) 


(5.2.50) 


(5.2.51) 
[5.2.52) 
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用 (5.2.43)~{5.2.44) 式 或 (5.2.49)~(5.2.50) 式 消 去 中 则 变量 aos+t 可 得 SSOR 格式 ， 
例如 将 (5.2.49) 式 代 人 (5.2.50) 式 可 得 
MoRTE 一 wt 十 Bor*t$ 
上 十 于 十 Bolf ak+ 专 】 
一 种 十 Bi1P* 十 Balf — At0* 一 ABir®*) 
一 at 十 (Bi 十 有 — BeAB)r® 
= w+ Br* (5.2.53} 
其 中 旦 = Bi + 了 3s- BoAB1. 由 (5.2.46)~(5.2.48) 式 及 有 4= 工 全 口 +U 可 算得 
B=w2 -wD+oU DD + wL)! (5.2.54) 
于 是 SSOR. 格式 的 迁 代 和 矩阵 为 
Rssor =I— BA=I~ (B+B— BABi)A= (I BoA) - BA) 
= D+ Dw (D+) HH wD- wd (5.2.55) 
对 分 量 形式 , 首先 由 (5.2.40) 式 计 算 , 结果 用 灵 +! 表示 , 然后 应 用 向 后 SOR 选 代 ， 
得 到 中， 整个 算法 为 


i-1 

名 一 。 

wt! = (1 ~ w)ytt! 十 (太一 agp DY op), i=l,. ,nn (5.2.56) 
如 j=1 了 一 ?十 ] 


1 一 二 所 
wt 1)ytl + (fs -Dog ourttl), i=n,. ,1 (5.2.57) 
加 j=1 j=i 十 1 | 
USSOR 的 计算 过 程 与 5838OR 类 似 , 第 一 步 完 全 祖 同 , 但 第 二 上 小 是 采用 不 同 的 松 
弛 因子 w , 邯 第 二 步 为 


wt! = Bsopwts + Baf (5.2.58) 
或 
Wtl = pts 4 Brkt {5.2.59) 
其 中 
Bsor = (D+w U0 -ww ID ~—w (5.2.60) 
B=w (D+w DU)-! (5.2.61) 


类 似 地 , 由 (5.2.49) 式 代 人 (5.2.59) 式 消去 w*+3, 可 得 


WW] 一 2 十 再 Te (5.2.62) 
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其 中 瑟 = 喇 十 已 -24B1 从 而 求 得 USSOR 选 代 的 选 代 和 矩阵 


Russon =1—- BA=1-(Bi+B, -BABIA={- BA — BA) 
(D+iwU-! [a wD | (D+wL) HI DwU) (5.2.63) 


35.2.5 其 他 迁 代 形式 


前 面 我 们 将 4 分 解 成 4 = 工 + D+5V 的 形式 , 这 是 一 种 较 特 殊 的 形式 , 还 可 以 
分 解 成 更 一 般 的 形式 . 现 将 4 分 解 成 


A=P_N (5.2.64) 
其 中 已 是非 奇异 矩阵 . 例如 对 Jacobi 迁 代 格式 , 有 
P=D, N=-_{L+0) (5.2.65) 
对 G-9 进 代 , 有 
P=L+D, N=-U (5.2.66) 
对 SOR 选 代 , 有 Dp 
已 = 了 十 并 N=(> DD-U (5.2.67) 
对 SSOR 迹 代 , 有 
P= 一 人 wl)D-UD + wt) 
(27%) z (5.2.68) 
N= ol ~ wD -wD HN wD — wd 


wf2 — ww) 
由 分 解 形式 (5.2.64) 可 对 和 矩阵 方程 4u = 构造 选 代 格 式 
Piwrti— Nwt+f (5.2.69) 
由 于 P 非 奇异 , 故 
wtl = Pp liNwi + P 1F (5.2.70) 


显然 迁 代 矩阵 为 R= P-1N. 由 该 式 及 (5.2.64}~(5.2.66) 式 可 算出 Jacobi 选 代 .G-S 
迹 代 、SOR 兴 代 、SSOR 过 代 的 迭代 和 矩阵 , 与 前 面 给 出 的 均一 致 . 前 三 种 很 容易 验证 ， 
对 SSOR 迁 代 , 由 53.2.55) 式 并 注意 到 BB = P-1, 有 


Rsson =1—- BA=I-P A=P (PP A)= P-1N 


因此 格式 (5.2.70) 的 迭代 逢 阵 不 变 , 前 面 收敛 性 的 结论 采用 该 选 代 格 式 仍 有 效 ， 当 然 
还 有 别 的 判断 方法 , 因为 由 定理 5.1.1 知 , 当 且 仅 当 ptP-1N) < 1 时 , 适 代 收 和 化. 下 
面 的 定理 将 说 明 如 何 判 断 p(P-1N) < 1. 
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定理 5.2.5 {Householder-John) 车 A 对 称 正定 ,已 +R 一 4 正定; 则 p(P mV) 
<1. 


证 明 注意 请 = P-1N -了 Pp-14. 设 了- P-14 的 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 
分 别 为 和 z( 其 中 X 为 复数 , = 关 0 为 复 向 量 ), 则 


{IT — AJPz= Az (5.2.71) 
设 zz 一 工 十 订 , (Ty E 及 由 于 内 积 (4z,z)eER" 及 A7 = A, 所 以 
(Az,2) = (1— MPz,2) = (1— MPz,2) = (1— Ms, Pz) = (1 ~ A(P Tz, 2) (5.2.72) 


于 是 


(区 十 一 — 1)(Az,z) — ((P+ PT — A)z,z) (5.2,73) 
取 {5.2.73) 式 的 实 部 , 得 
_ 2 
[Aw, 2) + (4g ) 
= {({(P+Pi -Ag,m}+{(P+ PT — A)y,y) (5.2.74) 


由 于 妇 和 (P+ PT 一 4) 正定 , 破 | 和 <1, 即 p(P-1IN)<1 


作为 定理 5.2.5 的 一 个 应 用 , 给 出 SOR 迁 代 法 收 化 的 一 个 充 要 条 件 . 


定理 5,2,6 (Ostrowski-Reich) 著 4 对 称 正定 , 则 SOR 选民 当 和 且 仅 当 D <w<2 
收 喜 . 


证 明 对 SOR 适 代 , 由 (5.2.67) 式 知 
已 = 二 + 天 N=( 人 -0D-D (5.2.75) 
选 代 和 矩阵 为 
Rsop = P-1N = (= + DA D0 = D+ i wD- wd 
由 于 4 对 称 , 所 以 y= LT, 郝 
P+P7 -A={(2+D) +( DD- UV- -Dp 


从 而 P+ Pi 一 4 当 且 仪 当 0 < w < 2 时 正定 , 由 定理 5.2.5 知 , p(P-IN) < 1, 从 
而 SOR 进 代 收 钱 . 

口 

由 w==1 时 , SOR 选 代 即 为 G-8 选 代 , 因此 , 若 4 对 称 正定 , 则 G-S 迭代 收 伍 . 
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定理 5.2.7 落 4 对 称 正 定 , 则 SSOR 选 代 收 笋 的 充 要 条 人 忻 是 0< 忆 二 2. 
证 明 对 SSOR 壕 代 , 由 4 的 对 称 性 知 站 = 并, 所 以 由 (5.2.68) 式 得 


2 
P+PT_-4= 5 中 +wDD DT+wD) 


wl 


+ w{2 = ww) [1 


1 
ww(2—w) 
2—w 2w ,1 
D0 P+ art 


其 中 D&D = D, Dp- = (D4)-!，( 注 意 DD 是 -- 个 对 角 元 素 为 正 的 矩阵 ). 


wD ~ wD wD wH) 
i2D—2Dw taD+iwU +wL + 2 LD 1U) 


DE + LD-3)(3D} + LD-#)7 


因 


此 P+ PIT 一 4 是 正定 的 当 生 仅 当 0 < w < 2, 由 定理 5.2.5 知 , op(P-IN) < 1 从 


而 SSOR 适 代 收 襄 . 


例 1 设 方程 Az = 了 中 的 4 和 了 分 别 为 


1 1 
1 一 二 二 
0 4 4 
o0 1 -i .i 
A= 4 4 
1 .i 1 0 
4 4 
1 1 
"4 4 0 |! 


其 解 为 z = (1,1,1,1)7, 设 co =0. 试 比较 Jacobi 迭代 和 G-S 选 代 的 收 伍 速度 . 
解 易 知 Jacobi 选 代 和 G-S 迭代 的 选 代 矩阵 分 别 为 


0 0 1 
R,-1 0 0 1 
4|1 1 0 

1] 1 0 

1 

0 二 

0 4 

oo 0 1 

Res = ] 
0 0 

1 

0 0 = 

8 


名 二 睛 二 


| 一 


bE 天 Pu 


口 
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又 设 e} 和 es 分 别 是 第 nr 次 Jacobi 选 代 和 G-5 选 伐 的 误差 据 量 , 县 63 = ets = 
(一 |， 一 |， 一 ]， —1)， 则 


1 2 
2 
oj = = 直上 | |， es 一 RBsebs = 让 | | ，n>3 
1 1 
所 以 i 
le = 1 > llessll = ,n>1 (5.2.76) 
因此 对 这 里 给 定 的 e?, G-5 选 找 的 收 敏 速度 要 快 于 Jacobi 选 代 格 式 . 
口 
85.3 预 条 件 迁 代 方 法 
考虑 第 阵 方程 4z = 了 , 并 对 4 作 (5.3.1) 式 的 分 解 , 即 
A=P—N, det(PI¥0 (5.3.1) 
为 简便 起 见 , 将 迁 代 格式 (5.2.69}) 记 成 
Pxrtl=Nxt+f, k20 (5.3.2) 
其 中 z9 给 定 . 易 知 关于 误差 的 欠 代 方程 
ertl 一 Re (5.3.3) 
或 
ertl Rred {5.3.4) 


其 中 请 二 P71N 为 述 代 和 矩阵 , e* = mx -为 第 大 次 迭代 解 与 方程 真 解 = 之 差 , e? 
是 初始 误差 . 为 了 后 面 的 讨论 , 先 引 进 一 些 概念 和 定理 . 


定义 5.3.1 对 任何 矩阵 模 ||.||, 非 奇 几 矩阵 4 关于 该 寞 的 条 件数 x(A) 是 一 个 
实数 


x(4) = 1Al 7 (5.3.5) 
用 xp(4) 表示 短 阵 4 关于 | -||s 的 条 件数 , 当 p = 2 时 , xz(4) 称 为 4 的 谱 条 件数 . 


由 于 
14 = YP(AT4) = fnpx MATA 
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max Aif 4 A) 
xX2(4) = min Aif.47 A) 


max [Xt 4)| 


Xe 人 一 Tin (5.3.0) 


则 当 4 对 称 时 , 显然 xz(4) = xsp (4). 
定义 5.3.2 一 个 矩阵 A 称 为 N 稳定 的 或 非 稳定 的 , 车 其 所 有 特征 情 都 有 正 的 
定理 5.3.1 选 代 格式 (5.3.2) 的 壕 代 给 阵 如 的 谱 半 径 plRY) < 1 成 评 当 且 羽 
当 了 一 忆 非 奇异 , 且 (I 一 RR)-1(T + RR) 是 NN 稳定 的 
证 明 充分 性 设 互 = (I 一 RB)-1(1 + R), 若 1-R 非 这 异 , 则 由 
H+I=207~ RY!, HI=20- RR 


所 以 
R=(H+I (HD 


设 和 是 R 任 一 特征 值 ,， 为 五 的 特征 值 , 则 p= 了 二 和 ,于 是 
1 ep 一 二 十 tm 
下 十 上 {Ren + 1} + iImyp 
因此 当 且 仅 当 Rep < 0 时 , | 和 <1, 即 pLR) < 1 这 里 Rex 和 Imy 表示 分 别 对 4 取 
实 部 和 虚 部 . 
必要 性 车 p(R) < 1, 则 ( -显然 非 奇 异 , 车 1 是 五 的 特征 值 , 则 入 = “一 
是 已 的 特征 值 , 由 
a 此 一 1 (Rep—1)+ i 


ual 【Renu 十 1 十 ipmr 
知 当 且 仅 当 Rep > 0 时 , 式 |A| < 1 成 立 . 因此 , 互 是 N 稳定 的 . 


$5.3.1 预 条 件 Richardson(PR.) 法 
壕 代 格式 (5.3,2) 可 以 等 价 地 写成 


Plawrt! vw*) 一 r*, rr 一 于 一 AT* (5.3.7) 
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这 里 r* 是 第 大 步 的 残 量 , 在 分 解 式 (5.3.1) 中 的 矩阵 P 被 着 作 和 矩阵 4 的 一 个 预 条 
件 子 , 这 里 已 要 求 是 非 奇 异 且 易 求 道 . 
对 格式 (5.3.7) 作 如 下 推广 


己 (fzR+1 一 了] = art (5.3.8) 


其 中 a 关 0 是 一 个 实 加 速 参数 . 渤 代 格式 (5.3.8) 被 称 为 预 条 件 Richardson(PR) 
法 . 若 对 所 有 六 参数 a 是 常数 ， 则 称 为 定常 (Stationary) 预 条 件 Richard- 
son(S8PR) 法 ; 假如 和 参数 a 随和 多 代 次 数 改变 ， 则 称 为 动态 (Dynamical) 预 条 
忻 Richardson(DPR) 法 . 

因为 (5.3.2) 式 与 (5.3.7) 式 等 价 , 我 们 也 可 以 将 Jacobi 迭代 、G-8 迁 代 、SOR 选 
信和 SSOR 选 代 看 成 定常 预 条 件 Richardson 方法 , 这 时 加速 参数 a = 1, 由 (5.2.65})~ 
[5.2.68)] 知 预 条 件 子 分 别 由 下 面 四 式 给 出 


Pi=D (5.3.9) 
Paes = D+L (5.3.10) 
D 
TsoR = + L (5.3.11) 
1 
Pasor = — -1 
550R = Dw) (D+uLID (D+wD) (5.3.12) 


预 条 件 Richardson(PR) 格式 (5.3.8) 可 以 由 递 推 的 形式 表示 ， 设 xw0 已 知 , 计 
算 r? 一 了 一 Ax0, 然后 对 所 用 之 0 按照 下 式 进行 选 代 


Pat = 和 
whtl 一 TR zr (5.3.13) 
和 此 十 上 一 Pr Cyr 

其 中 z* 为 中 间 变 量 . 易 知 , (5.3.13) 式 与 (5.3.8) 式 等 价 . 在 每 次 迭代 , [5.3.13) 式 第 


… 式 要 求 求解 一 个 系数 移 阵 为 P 的 线性 代数 方程 . 为 求 迄 代 和 矩阵 , 将 (5.3.13) 式 前 
两 式 合并 , 得 


lo z+oaP lrts(T -oaP lAw 上 apP-14 (5.3.14) 
所 以 SPR 法 的 夺 代 矩阵 是 
吾 。 一 了 一 aP- 4 (5.3.15) 
命题 5.3.1 设 已 -14 对 称 正定 , 则 SPR 方法 的 最 优 参数 a* 为 


， 2 
”一 XXX (5.3.16} 


,194 ， 第 五 章 差分 方程 的 求解 


其 中 Amin 和 Amax 分 别 为 P-i4 的 最 小 和 最 大 特征 值 ， 当 取 Y= 时 ,SPR, 的 收效 
性 有 如 下 估计 


-1 
leslls OF + lenll (5.3.17) 


(PAYTI 
证 明 设 入 为 P14 的 特征 值 ,w; 是 对 应 的 特征 向 量 所 给 出 的 正 交 基 , 则 e* = 
zr* 一 也 可 表示 为 e* = asws, 其 中 心 为 展开 式 的 系数 , 于 是 
t= 二 1 


ertl =- Rer = Va Raw 二 yal 一 QM) {5.3.18) 
i 二 1 i 二 1 . 
a 的 最 优 值 a* 是 使 
I1 一 CAmin| 一 IL 一 CAmax| 
成 立 的 值 , 因此 解 得 » 
~ Amin + Mmax 
这 时 有 a 
esl & (1 — eX lesll = ellesl 
当 P-iA 对 称 正定 时 ， 有 Xap(P 1A) 一 Amaxf Amin 因此 由 上 式 可 得 
xtP- iA)+1 
lie™| 所 CPA ri le 
口 
当 P714 不 对 称 正定 时 , 只 要 P 和 4 对 称 正定 , 则 通过 定义 如 下 的 内 积 (., .)p 
(uv)p = (Pu ov), lullp = Vw up, Yu,v eR" {5.3.,19) 


由 下 面 的 引 理 知 P714 关于 (5 )P 对 称 正定 . 这 里 ( ,Ja 表示 R* 中 的 标量 积 . 


引 理 5.3.1 (1) 著 P 对 称 正定 , 4 对 称 (正定 ), 则 PP-14 关于 (JP 对 称 【 正 
定 ]. {2) 车 PP 对称 正定 , 4 对 欧 , 则 谱 条 件数 xsp(P-1A) 等 于 P-14 在 模 || .|p 意 
叉 下 的 条 件数 

证 明 (1) 对 所 有 we R", {P71Au,u)p 一 (Aw,w), 因此 P-14 关于 {., JP 正 
定 , 而 且 对 任何 4,v Ee R", 因 A 和 PP 对称 , 所 以 

(PT Au, vp = (Au, 2) = (1, AY) = (PiPw, Av) 
= (Pu,P lAv) = (u, PlAv)p 
因此 P714 关于 {.,.}p 对 称 . 


(2) 注意 
iP Allp = p(P-1A) 


85.3 预 条 性 选民 方法 - 195 - 


因此 


max |Ai| 
Xsp (PA) = min XT =p(P AptAT P)=|P™ AllpllA™ Pllp 


其 中 和 i 为 P714 的 特征 值 . 


定理 5.3.2 对 任何 非 坷 异 奸 阵 PP, 定常 预 条 件 Richardson 法 当 且 仅 当 
| < ReXs, 二 1], {5.3.20) 


收 它 . 其 中 和 i; 为 P !4 的 特征 值 . 
证 明 因为 SPR 法 的 兴 代 矩阵 为 (5.3.15) 式 , 即 Rs = 了 工 - aqP-14, 所 以 


(IT RoI + Ro) = A-1P _1 


用 ui 表示 4-1P 的 特征 值 , 由 定理 5.3.1 知 , 当 且 仅 当 2 Rep >106=1 由 成 


立时 , p(Ra) < 1. 注意 和 ;= 二 即 有 |xs|” < 二 Rehat 一 1， ,n). 
口 
由 该 定理 , 很 容易 得 到 以 下 结论 , 读者 自己 证 明 ， 


推论 5.3.1 若 P-14 的 特征 值 的 实 部 和 罕 生 有 变化 ， 则 定常 预 条 件 Richardson 
法 不 收 竹 . 


推论 5.3.2 者 P-14 有 实 特征 值 , 则 定常 预 条 件 Richardson 法 当 且 仅 当 


< 
OAs 


上 收效, 其 中 和 为 P-14 的 特征 值 . 
推论 5.3.3 若 P"14 对 称 正定 , 则 定常 预 条 件 Richardson 法 当 生 仅 妆 


1 i=1,...,n (5.3.21) 


2 
0 < ea < 一 一 (5.3.22) 


Amax 


收 敲 ,其 中 Amax 是 P-14 的 最 大 特征 值 . 
85.3.2 预 条 件 Richardson 极 小 残 量 (PRMR) 法 


假定 4 正定 , P 对称 正定 , 由 (5.3.13) 式 有 


二 21(o) = Pi(r* — aAzt) 
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因此 | 
et = 1P Ir lS + ollP 1 Az — 2o(P- ir®, P+lAz*)p (5.3.23) 
现在 选择 a = oi, 使 得 ||z*t1i(ayl|s 极 小 化 , 也 即 
d 
zl (oN)a=o, = (5.3.24) 


从 而 
(xe, AzE) 
(Azk, P-lAzE) 
土 式 分 子 便 为 正 , 除非 z* 二 0. 当 zs* 二 0 时, r* = 0, 也 好 = jw 是 精确 解 . 在 SPR 
适 代 格式 (5.3.13) 中 , 车 a 被 (5.3.25) 式 的 ax 替代 , 则 所 得 的 迭代 格式 称 为 预 条 
件 Richardson 极 小 残 量 (PRMRJ 法 . 
下 面 分 析 PRMR 的 收 敏 性 . 首先 利用 (5.3.23) 式 和 (5.3.25) 式 计算 


zr lS — llz*ti = lz* | lari 一 ogllP- lAz*||S + 2ox(z*, P 1Az*)p 
= 2ax(z", PT lAz*)p — ot Pp- 1Azt|| 
(AzE, ZE)? 
~ (P-lAz*, Azk) 
由 于 P 对 称 正定 , 从 而 可 知 上 式 右 端 大 于 0, 因此 ||z*||p 不 增加 且 收 敏 , 所 以 


(Az*, zh)2 加 
(PlAzF, AzE) 


又 4 正定 , 所 以 存在 o > 0 使 得 (4tw,a0) > olhwol (w € R"), 这 效仿 


(45, zt 0 
CE 4z ° NPAllliAlle la Np- AlallAl 


也 即 za 一 0, 所 以 | 中 > 一 0, 从 而 xw* 一 ;二 有 -1F, 这 里 .||z 是 气 阵 的 Buchlid 
范 数 . 


$5.3.3 预 条 件 Richardson 最 速 下 降 (PRSD) 法 


Qk 一 (5.3.25) 


0， 天 一 ec (5.3,26) 


假若 4 对 称 正定 , 则 可 构造 预 条 件 Richardson 最 速 下 降 (PRSD' 法 . 因 
rt=f— Art = Am— zr*) m= Aer {5.3.27) 


其 中 e* 是 选 代 解 x* 与 真 解 x 的 误差 , 又 由 (5.3.3} 式 和 (5.3.15) 式 知 , 对 SPR 方 
法 有 


ertl = Ertli(a) 一 他 — aP-iA)e* 
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所 以 
[es+i|I 一 {.4etr+ilek+1y 一 一 [mk+t， ER+1) 一 一 [rr _ cdzs (I — op! Ayer) 
一 一 [re 十 [fr 已 -1 Aet) + (Azt, et)] — a:(Azt, PlAer) 
在 (5.3.13) 式 中 , 选取 a = ak 使 得 


a 
(es (oA) a, =0 


则 所 得 的 迭代 格式 即 为 PRSD 迭代. 
记 za = wm* + az 这 等 价 于 极 小 化 g(xz*+1 (om)), 其 中 ptw) 是 二 次 函数 


gu) = 3 (Arw, 10) — (fs) 


经 计算 得 
_ 1(r*,P lAe)+(Az,er) 1(r*,zt)+ (Az®, A-ir®) 
MI TAP iAN 一 了 (AZ, zk 
因此 
ok 二 人 (5.3.28) 
同样 分 子 不 为 零 , 除非 r* = 0. 
当 已 是 单位 矩阵 时 , z* = rt*, 在 这 种 情况 下 , (5.3.28) 式 成 为 
2 
(rE, ArE) 
(5.3.13) 式 中 第 二 式 变 成 
| 
Zi = w+ A (5.3.29) 


这 称 为 梯度 法 或 Richardson 最 速 下 降 法 . 当 PP 不 为 单位 阵 时 , 壕 代 格式 (5.3.13) 式 
采用 (5.3.28) 式 的 ak 也 称 为 预 条 件 梯度 法 或 预 条 件 Richardson 最 速 下降 法 . 


85.3.4 共 斩 梯 度 【CG) 法 
假定 4 对 称 正定 , 则 容易 证 明 , 求解 4z = 了 等 价 于 极 小 化 二 次 泛 函 
G0) = F(Arw, tw) — (Fw) (5.3.30) 
实际 上 , 4 的 极 小 值 是 -3(4-17, 也), 它 在 x = 4-1f 处 达到 , 同样 注意 到 


PECp(r*) (5.3.31} 
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也 即 (5.3.27) 式 中 定义 的 残 量 是 # 在 zx 处 的 负 梯 度 . 
当 忆 = 了 时 , Richardson 法 总 是 通过 在 5 的 负 梯度 方向 的 增 量 来 修正 


Wtl 一 pi + CR (5.3.32) 
在 共 斩 梯度 (CG) 法 中 , 选 代 的 修正 也 是 由 (5.3.32) 式 得 到 , 但 rs 取代 成 一 个 
与 梯度 方向 不 平行 的 新 方向 p*. 


定义 5.3.3 方向 {p*} 称 为 4- 共 示 , 落 满 足 正 交 性 质 (pi, Ap™) = 0 (m ¥ 2). 
特别 地 


(pf, Ap”)=0, vkeN (5.3.33) 
设 pn,-… ,pm 是 线性 无 关 向 量 , x? 是 一 个 初始 猜测 , 构造 序列 
Tl otorp, OSkgm (5.3.34) 


其 中 ax 是 非 负 实数 , 则 zp*+1 在 上 十 1 维 超 平面 上 极 小 化 泛 遂 p(ww) 


ww 一 m+ DY Yip ER 
了 4 二 站 
当 且 仅 当 产 是 4 共 声 , 自 ou - 因此 形成 如 下 CG 算法 
CG 算法 
设 m0 是 初始 猜测 , r? = 于 一 4z0, 令 p? = mr, 对 每 个 有 EN, 按 如 下 公式 进行 
第 上 次 从 代 


tp) lr 
(pr, ApE)  (p*, Ap*) 
Tt = w+ op 
rtl = rk — opApe (5.3.35) 
Be 人 
(p*, ApF) Dall 


p+! 从 十 十 Beipe 
定理 5.3.3 CG 工法 的 向 量 组 {r*} 和 {p*} 具有 性 质 
(pm)=0, Ogi<jgE (5.3.36) 
{Pp',Ap)=0, ij Ogiigk (5.3.37) 


(rm)=0 iz 0giI Ek (5.3.38) 
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证 明 用 数学 归纳 法 证 明 . 


1. 当 关 = 1 时 , 注意 
P=r, 全 二 站 一 004p p=r +p 
Op) or (rl,Ap) 
(po 4p0) po0,4p0) (p0, 4p0) 
所 以 
(pr = (rr 一 ao4p0 = (rr 一 aofro Ap') 
OD (PP ，0 Oy 
= {r :7 ) Cp Api) P ‘AP )=0 
1 二 0] 
1 4p0 = (fr1 十 0 4p0 = (r1, 4p0 4 0 4p9) 一 0 
(pAp)=(r tAP,APp)=(r ,Ap) TO Pp) 
uy A 0) 
rir = (7 _ ap4p0 ro) = (ro .ya rp Ap ,rn 
(rr) = (rao0Aph, 7) = (ron) ~ po) AP) 
0 -0 
一 rir 一 名 :7 ) | 0 一 小 
( ) ipv, Apo) P p) 


因此 当 %=1 时 , 结论 (5.3.36)~(5.3.38) 均 成 立 . 
2. 假设 当 训 时 , (5.3.36)~(5.3.38) 式 均 成 立 , 下 面 证 明 上 = 大 上 1 时 , 结论 仍 成 
站， 
(1) 取 0&i<I k+l. 
当 0 ik 一 1 时 ,由 归纳 法 假定 知 (ptrg+1] = (pi,r*) 一 op(pi, Ark) =0. 
当 : = 大 时 
(2 
(p*, Ap*) 


(pref) = (pr,r*) 一 {(p*, Apt}=0 


因此 当天 十 1 时 , (5.3.36) 式 成 立 , 得 证 ， 
(四 取 0<i7 K+1(i 关 准 . 
当 了 一 二 十 1, 0 所 ii 及 大 一 1 时 ,由 (5.3.36} 式 知 


， 1 , 1 , ， 
4 全 0 on #0 
车 ax =0, 则 r= pr ==0, 再 由 4 的 对 称 性 知 (pk+l, Api) 也 成 立 . 
当 了 一 此 1i 一 大 十 1 时 


(pH, PR = (rt 十 Aerip®, 4 ) 一 (re+1 4 十 BT(P8， Ap*) 


FF A 太 
= (rt, Apt) — CC AP) (pt, Ap) =0 


因此 当 大 十 1 时 , (5.3.37) 式 也 成 立 . 因此 (5.3.37) 式 成 立 , 得 证 ， 
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(3) 当主 = 大 二 10 所 了 和 一 1 时 , 由 归纳 假设 知 
(retl, ri = (Dr = (rk, rT) — oar (Ap®, 7’) 
= (re, ri) — or (Ap, pI ~ Bp!) 
一 (re rf) 一 af 4PR，D?) 十 op 48 一 二 = 一心 
当 j= 十 1, j= 二 上 时 , 注意 (p*,Ap*) = (7*, Ap*), 这 事实 上 由 (5.3.37) 式 得 到 
(p*, Ap*) = (r* + Bp !, Ap*) = (r*, Ap*) (5.3.39) 
] 所 以 再 由 (5.3.36) 式 , 有 
(EL re) i (rk, ry) _ crt De rE) 
请 大 
] = (re, re) 一 Ep Ap) 
= {rr p= -A i(r®, pt 1) =0 (5.3.40) 


即 【r8+1 ,mg] = 0, 
所 以 对 大 二 1, {5.3.38) 式 也 成 立 . 因此 (5.3.38) 式 成 立 , 得 证 . 


口 
定 必 5,3.4 称 
FilA,r ) 一 spanfro dro 4 ln9] [5.3.41) 
是 由 Tr? 和 AA 生成 的 此 阶 Kryloy 空间 . 
定理 5.3.4 对 CG 算法 , 有 
span{z0,.… ,Tt} = span{fp0, ,Bt = Eiri(A, ro) [5.3.421 
证 明 (1) 首先 证 明 
span{r ,7 } = spanfpo ,大 闻 0 (5.3.43) 


因为 po 二 v0, 且 由 pp+l = mk+l + BP 类 ,TPR 与 {r+*} 两 序列 下 以 相互 线性 表 
不 , 又 由 定理 5.3.3 的 (5.3.37) 式 和 (5.3.38) 式 (注意 4 对 称 正定 ) 知 , {p*} 与 {*} 
两 序列 均线 性 无 关 , 因此 (5.3.43) 式 成 立 . 

(2) 下 面 用 数学 归纳 法 证 明 


span{p", " ,p"} 一 Ki 4, (5.3.44) 
当 上 =1 时 ,由 gp?=r? 及 


Pp =7 +AP ={r GoAp)} + Ap = r+ Pir? ~ aoAr? 


§5.,3 预 条 件 选 代 方 法 


”2301 ， 


知 
spanfp0 ,pl = span{r', Aro} 
上 成立 . 
假设 取 无 成 立 , 也 即 结合 (5.3.43) 式 和 {5.3.44) 式 有 下 式 成 立 
span{7", 四 ,7 } 一 span{p", 加 ,2 一 Kitl (A, r0) 
由 该 式 知 
和 < Krri(A,r"), 下 万 Kpti(A,r") 
所 以 
Ap* € span{ Ar®,... ,Att2r0} 
从 而 
re 二 dp € span{r’®, 4r0 , ATipO — Kra(A, ro) 


又 由 归纳 假设 (5.3.45) 式 知 
4 万 span{p', p', 四 ;2 


所 以 
TILp0 € span{ 42p0， 4Pp1， 1 , 42 


于 是 由 mr = rt 一 oxApr 知 
Artip® E spanfr9,rI -TPRtIT 
因 示 由 (5.3.43) 式 , (5.3.46) 式 , {5.3.47) 式 知 
span{p’ ,pl ,pr*) = Kta(A,r') 


也 即 取 久 十 1 时 (5.3.44) 也 成 立 . (5.3.44) 式 得 证 . 
综合 (5.3.43) 式 与 (5.3.44) 式 有 


span{fro,-.， ,人 人 一 span{20， 4 ,p*} 一 FrrilA,r') 


注 记 
1. 在 实际 计算 中 , ax 和 B41 的 计算 采用 更 简单 的 形式 , 即 


Pe 此 十 十 上 这 

入 上 
Ok 二 此 ， Beri 一 | 天 人 
{Pp 1 AP ) jr | 


(5.3.45) 


{5.3.46) 


(5.3.47) 


(5.3.48) 
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因为 由 定理 5.3.3 的 (5.3.36) 式 及 证 明 中 的 (5.3.39) 式 虐 有 


(Pp, rit 一 0， (pApt) = (r*, Apt), (re 一 


于 是 
pe) rr tp (ri 十 Brep lr 
* (pr, Ap*) (pe, Ap™) (pr*, ApF) (p*, Ap®) 
6 (retl Ap™) _ (ret, or (rt r+1)) 
Stl (pr, Apt) (re, ApE) 
_ ar (retl, rkt1) _ |r 
(ri, ar! (rk — rkti)) re 


因此 (5.3.48) 式 成 立 . 
2. 对 某 固定 的 p*, 今 
ertl(a) = wetl— mo (m+ op)—w 
则 ax 满足 1 
示人 le (a)ae =0 
也 即 os 是 极 小 化 汉 录 ple*+!) 的 最 优 和 参数 , 而 训 41 则 保证 满足 (pk+l Apk} = 0. 
3. 当 同 量 r* = 0 时, 由 {5.3.48) 式 知 , a = 0, 所 以 mk+1 = wr 二 Qjppt 一 wh 这 
表明 第 才 砂 选 代 的 解 x* 即 为 方程 的 精确 解 . 
4 当 Anxn 对 称 正 定时 , 由 于 R" 空间 中 至 多 有 n 个 相互 正 交 的 非 堆 向量, 而 
由 定理 5.3.3 知 , 向 量 0,r1,.… ,r* 相互 正 交 , 所 以 当天 所 mm 时 , 向 量 序列 {r*} 中 
至 少 有 一 向 量 r* = 0 {kg n), 这 表明 zk = 4-1f， 因此 理论 上 CG 算法 最 多 nm 步 
迁 代 就 可 得 方程 组 的 精确 解 . 
定理 5.3,.5 CG 选 代 的 收 黎 性 有 如 下 估计 
天 
k VXsplA)— 1 0 
le lla 2 (i T :) lle lia (5.3-49) 
其 中 sp(A) 表示 4 的 诸 条 件 孝 


证 明 首先 由 CG 算法 (5.3.35) 第 二 式 , 有 


天 
Fl po yap’ & span{pl, PT ,p*} 


如 三 习 
取 0&igk, 根据 定理 5.3.3 中 的 性 质 , 有 
(Ap', 2 ~ 2) = (Ap ,Pp) = (pr r+!) = (pi, ri) 
| | 11 | 
= (Ap ,2 — 2)= (Ap Ts — rw Yap) = {Ap', sy 一 20) 
ES 


泪 
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其 中 z 表示 真 解 4-1f. 上 式 表明 wxt1 -xzo 是 ww? 在 由 p?,p!,… ,pk 张 成 的 
空间 上 的 正 交 投影 , 其 中 投影 标量 积 取 (ww) 4 一 (Aw, 0). 
因此 , 根据 定理 5.3.4, 2*11 一 8? 是 一 2 在 Kpri(44,79) 上 的 投影 , 且 


皮 十 1 0 不 十 1 必 ， 0 
人 一 站 = 一 寅 一 Ia 一 — 5.3.,50 
| ||a | ( ja ERIC4 rn | 他 一 到 la ( ) 


因为 710 = A(%w 一 0), 所 以 对 任何 ww € Kp1(A,70) ,ww 可 写成 


雄 十 1 | 
iW 一 Ai{r 一 了 0 
j=1 
因此 
le -zt = min llp(A)(w — we )la 
pePer 


其 中 Px, 是 次 数 不 超 过 上 + 1 的 多 项 式 集 合 , 上 且 p(0} = 1. 
由 假定 , 4 = 47 > 0. 我 们 知道 存在 一 个 由 4 的 特征 向 量 给 出 的 一 个 正 交 基 ， 
并 知道 4 的 特征 值 A; > 0, 将 z - z0 关于 这 些 特 征 向 量 展开 , 得 


jp(4jfz — zw) a & max |p(X7)| lz — zol|a 


1 委 j 委 所 
因此 (5.3.50) 式 为 
_ k+l ; | _ 0 
lz —z 4 和 ckmin oa PO) lz —w |la (5.3.51) 


由 Chebyshev 多 项 式 遍 这 定理 , 最 优化 问题 
ax |p(Xj;)| 


min m 
pEPR,, 1 过 了 芝 人 性 
有 唯一 解 . 
p(2) 一 一 一 到 本 一 一， 全 后 [Mmin, Amax| 
1 {Oo——— 
Nmax 一 Arnin 


其 中 到 Hi(z)] 是 天 十 1 次 Chebyshev 多 项 式 . 由 Chebyshev 多 项 式 性 质 知 
Tri)| 乓 1 (gl 所, 所 以 有 


ind x 
zeE[Mmnin Mmax] 


计算 该 表达 式 , 得 到 
A _ /~ A+2 k+1 
we Pr) <2 LE 十 (SE) | (ee max RE ) 


| Amin 


Na 十 和 min 一 
p(x)| & Ce 


VAmax 十 VY Amin VY Amax 十 VAmin 
< (EE - 站 
和 W Xep(t4) 十 1 
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代 人 {5.3.51) 式 , 得 
lle*Tilla &2 i lle la 
也 即 {5.3.49) 式 成 立 . 


85.3.5 预 条 忻 共 斩 梯 度 (PCG) 法 


当 xsp(4) 较 大 时 , 最 好 采用 预 条 件 . 预 处 理 共 罗 梯 度 法 是 先 把 原 方程 组 hm = 
转化 成 一 个 良 态 的 等 价 方程 组 

4 二 一 (5.3.52) 

其 中 4= C014A0-!, = Cz, 于 = C0-~1f,C 为 对 称 正定 矩阵 , 然后 再 对 方程 (5.3.52) 


用 CG 算法 , 之 所 以 可 用 CG 算法 是 因为 这 时 条 阵 A 关于 通常 的 欧 氏 标量 积 是 对 称 
正定 的 . 类 似 CG 算法 , 方程 (5.3.52) 的 CG 算法 为 


a = le 
(PB*, AP) 
tl 一 刻 6 十 ak 天 
FREtl 一 家电 罕 (5.3.53) 
上 十 1 ||2 
PP 
B+1 = 
2 


~ 帮 1 ~ 
PT = Ft + BrriBe 


其 中 Pa = 了 一 Az0, P90 = 各 显然 在 用 (5.3.53) 式 计算 时 , 需要 预先 算出 A 和 
算出 五 后 还 要 通过 关系 式 x = Cr 二 来 得 到 x, 这 都 涉及 到 计算 C-1. 为 了 避免 计 
算 C-1, 我 们 令 


Be" 一 pk， 示 R 一 Cr, FE 个 一 1 天 


并 代 人 到 (5.8.53)] 式 中 整理 , 并 记 已 = C2, 则 得 如 下 预 条 件 共 二 梯度 (PCG) 法 算 
法 


(Gatun 
Ok ThE ApEY 
(p™, Ap®) 
TET = wt + pp 
KE 十] 一。 下 中 
人 入 一 人 一 CEA 
D (5.3.54) 
Part! 二 T+1 
Pk+1 = Gaui 
十 | (zh, rE) 


PR+1 一 whtl 十 Bp 


四 .3 预 条 件 选 代 方法 , 005 ， 


其 中 x? 为 初始 猜测 , r? = 了 一 Azw?，p? = z? = Pir". 注意 预 条 件 子 P 是 一 个 对 
称 正 定 扩 阵 , 
对 PCG 法 , 误差 估计 式 与 CG 法 类 做 , 有 


定理 5.3.6 


Xen ETId) 
le 2 (Se) ela, KEN (5.3.55) 


其 中 xsp(P-14) 为 P-14 的 谱 条 件数 . 


证 明 过 程 与 CG 法 类 似 , 只 要 将 葡 兵 标量 积 (ww) 用 预 条 件 子 P 诱导 的 标量 
积 (w,w)p 替代 , 十 阵 4 用 P714 替代 , 残 差 r* 由 z* = PT 替代 即 可 ., 读者 自 
己 完成 . 


85.3.6 预 条 件 子 


由 前 面 的 收敛 性 估计 知道 , 选 代 的 优 劣 很 大 程度 上 依赖 矩阵 的 条 件数 如果 系 
数 和 矩阵 4 是 良 态 的 , 共 罗 梯度 法 很 有 效 ， 对 病态 方程 组 , 基本 上 思想 是 采用 一 个 预 条 
件 子 也 即 一 个 非 奇异 矩阵 P 来 考虑 等 价 的 方程 组 


PiAw 一 1 (5.3.56) 


一 个 好 的 预 条 件 子 P 的 基本 要 求 是 P-! 容易 计算 , 而 且 P-14 的 条 件数 一 定 比 4 
小 . 假如 P-14 的 条 件数 关于 ” (十 阵 4 的 阶 数 ) 一 致 有 界 , 刚 称 P 是 最 优 预 条 件 
子 ， 
(5.3.56) 式 中 的 P714 可 能 不 是 对 称 或 正定 的 . 然而 , 假如 P 和 4 是 对 称 正定 
的 , 旭 由 引 理 5.3.1 知 , P-i4 关于 ( ,JP 对 称 正定 , 因此 可 直接 对 (5.3.56) 式 应 用 共 
力 梯 度 法 , 只 要 4 用 P-14 代替 , 了 用 P-!1f 代替 , r* 用 zx 二 Prk 代替 ，(-，) 
用 (>)P 代替 , 及 || .|| 用 |- lp 代替 即 可 , 具体 算法 略 . 
为 了 得 到 系数 符 阵 是 对 称 正定 的 等 价 方程 组 , 可 以 采用 两 种 方法 . 第 一 种 是 将 
预 条 件 子 P 写成 
P=0° (5.3.57) 


的 形式 , 其 中 C 是 对 称 非 奇异 阵 ,， 假如 取 P 的 平方 根 . P 的 平方 根 YP 可 如 下 计 
算 . 因为 已 可 以 写成 P = TATT, 其 中 A = diag(1,.…. ,和 hn) 是 由 P 的 特征 值 构 
成 的 对 角 阵 , 工 是 由 右 特 征 疝 量 构 成 的 第 阵 , 满足 T= TT, 则 VP = TA3TT, 这 
里 Ai = Qiagfw A ,VAn). 

最 然 ,C 确定 后 , 方程 组 (5.3.56) 就 可 写成 (5.3.52) 式 的 形式 , 然后 用 CG 方法 ， 
这 实质 就 是 已 介绍 过 的 PCG 算法 . 
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第 二 种 方法 是 将 P 写成 
P= HH’ (5.3.58) 


的 形式 , 其 中 晴 是 -一 个 非 闸 异 第 阵 , 这 时 等 价 的 方程 组 为 
A 二 于 
其 中 4= HH-14H-7, 了 = HH-!1f, 久 = HT7g. 易 知 矩阵 4 关于 通常 的 欧 氏 标量 积 是 
对 称 正定 矩阵 , 可 以 用 CG 选 代 . 
假定 4 对 称 正定 , 于 面 考虑 如 何 选择 预 条 件 子 P 使 得 P-14 (或 等 价 地 说 


C-140-7!1 或 日 -148H-1) 有 改善 的 条 件数 ， 
(1) 预 条 件 子 由 4 的 对 角 和 矩阵 给 出 


P=D= diag(an,... ,ann) (5.3.59) 


这 是 Jacobi 预 条 件 子 , 或 由 


P=D= diag(c,... ,cn) (5.3.60) 
给 出 , 其 中 6 = (六 a2 
疡 
(2) SSOR 预 条 件 子 
P=(D+uDD (D+, <w<2 (5.3.61) 
这 时 和 矩 阵 豆 满足 
P=HH', H=(D+wi)(Di)! (5.3,.62) 


其 中 D$ = diag( Vi, , Vann). 

(3) 若 已 = 五 了 7, HH 非 奇异 , 则 计算 FH = (hi;) 最 简单 的 方法 是 通过 4 的 不 完 
全 Cholesky 分 解 得 到 ， 相应 的 算法 如 框图 5.1 所 示 . 显然 , 互 是 一 个 下 三 角 阵 . 采 
用 这 种 方法 , P 与 4 保持 相同 的 稀 玖 性 , 但 图 5.1 算法 不 总 稳定 . 

(4) 通过 4 的 不 完全 LU 分 解 {ILU) 得 到 . 当 4 是 非 对 称 抵 阵 , 特别 当 4 是 有 
带宽 时 , 常 采用 这 种 方法 . 计算 4 的 LU 分 解 但 去 掉 工 或 U 中 超出 A 的 原 结构 之 
外 的 元 素 . ILU{p) 允许 在 L 和 TU 中 有 p 个 额外 的 对 角 线 ， 


85.4 Krylov 子 室 间 迹 代 方法 


我 们 前 面 介绍 的 CG 方法 就 是 一 种 典型 的 Krylov 子 空间 迁 代 方法 , 但 CG 算法 
要 求 系数 矩阵 4 对 称 正定 , 这 在 很 多 情况 下 并 不 满足 , 本 节 讨 论 其 他 重要 的 Krylov 
于 空间 迁 代 算法 , 使 之 适用 于 系数 矩阵 非 对 称 或 不 正定 的 情况 . 这 些 算 法 都 不 难 推 
广 到 带 预 条件 子 的 情况 . 
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图 51 不 完全 Cholesky 分 解 算法 框图 


$5.4.1 共 固 梯度 法 方程 残 量 (CGNR) 法 


任何 非 奇 异 方程 组 4z = Ff 都 可 化 为 一 个 对 称 正定 的 方程 组 ( 即 法 方程 ) 
ATAzT = ATF (5.4.1) 


然后 对 (5.4.1) 式 应 用 CG 法 , 这 导致 下 面 的 共 因 梯度 法 方程 残 量 (CGNR) 法 . 
令 zx? 给 定 , 7? = 了 ~- Ag?, pn 二 A7r0. 对 每 个 上 > 0, 第 上 次 迁 代 是 


a = 142 YY 
|| .4 工本 和 | 

Tt 一 十 ap. 

PR 一 和 一 CR (5.4.2) 
4 

AT 


于 
CGNR 法 是 极 小 化 误差 jesara = |w* 一 wllara- lle*||ara 是 在 仿 身 空间 
mot span{ATr?, (ATAYATr®,..., (ATA):ATrO) = wo + Kr(AT A, ro) 
上 关于 残 量 了 -Aw* 的 2 范 数 . 
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85,4,2 共 斩 梯 度 法 方程 误差 {CGNE) 法 


非 对 称 方程 组 Az = 了 还 可 以 化 成 好 下 的 对 称 正 定 方 程 组 
AATy= ff, zo ATy 
对 上 式 用 CG 算法 , 就 得 到 共 示 梯 度 法 方程 误差 (CGNE) 法 . 
给 定 初 值 zo, 计算 ro = 了 于 - Azo, po = 4Tro, 对 开关 1 作 如 下 计算 


| 一 | 
| 一 :| 
PE = El + opp 
ko pp op_1Ape1 (5.4.3) 
rl 
Bk-1 = 
lr* la 


了 = ATrk + Be 1p 
CGNE 算法 极 小 化 误差 le "|ara =| 咏 一 二 4ra. lle*lara 是 在 仿 射 空间 
zk E wo + span{ ATro, AT(AT A)rO,..., AT(AT A)SrO} = wo + Ki(ATA, 477r0] 
上 的 ||g* 一 ||a. 
85.4.3 广义 共 筑 残 量 (GCR) 法 


Ck—1 一 
1 


和 


当 4 对 称 正定 时 , CG 方法 通过 选择 4 一 共 思 的 方向 来 极 小 化 et||s。、 共 斩 残 
量 法 CR 是 CG 的 变异 , 通过 选择 与 474 正 交 的 方向 来 极 小 化 ||r*||， 这 两 种 方法 
都 有 有 限 中 目的 性 质 . 

对 非 对 称 方程 组 , 广 沁 共 固 残 量 (GCR) 法 , 通过 使 方向 与 ATA 正 交 来 构成 一 
个 新 的 向 基 . 广 党 共 二 残 量 (GCRY) 算法 (ko = +1) 如 下 ， 

给 定 初始 向 量 z0, 计算 ro = 了 一 Aw?, po = r9, 于 是 第 让 次 先 代 (Kk 之 0) 的 烙 
式 为 


(r®, Ap®) 
Qk TAR 
| Ap*|ls 
Tel pk op 
Tl = pk nAp: 
(Ar®+13, Ap’) . 
kk ] 所 了 也 下 
5; [Api TE ? oo 二 1&7 (5.4.4) 
是 
2PpFT1 一 rT*+1 十 >》 Bry 
j= 一 Ko 二 1 
点 


Ap*+! 一 Ar*+l 十 》， Bt Ap’ 


1 二 Ek—gko+1 
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85.4.4 Orthodir 方法 


Orthodir 方法 由 Young 和 Jea(1980) 提出 , 该 方法 这 样 形成 一 个 新 的 方向 : 通过 
将 当前 方向 葬 以 4 并 与 前 面 所 有 的 方向 A74 正 交 . 对 于 正定 的 矩阵 , Orthodir 方法 
在 每 步 欠 代 上 被 小 化 |rgls，Orthodir 方法 类 似 于 GCR 算法 , 有 如 下 Orthodir(ko) 
算法 . 


rp 1 
1 4PE|2 
met} LT" 十 CO 
Tl 一 到 上 _ capper 
号 大 
PP hlgjgk 
3 | Api lz 1 0 十] 全 了 六 (5.4.5) 
上 
p+1 一 Ap* 十 > Fp 
了 一 大 一 
Ap kK 二 1 _ = A2p* 十 3 Br Ap’ 
二 上 一 kot+l 


当 fo = 不 十 1 时 , 即 为 Orthodir 算法 ， 对 非 对 称 不 定 第 阵 Orthodir 算法 保证 疏 
化，Orthodir(jko) 方法 不 能 保证 ， 当 4 对 称 或 者 反对 称 时 ，Orthodir{2) 方法 等 价 
于 Orthodir 方法 . 

当 4 不 正定 时 , GCR 会 失效 . 若 0 和 ko < 十 1, GCR 算法 称 为 Orthomin(ko) 
方法 . 因此 , Orthomin{ko) 算法 是 截断 的 GOR 方法 , 在 Orthomin(ko) 算法 中 , 每 步 
的 新 方向 与 最 新 的 ko 个 方向 474 正 交 . 


85.4.5 广义 极 小 残 量 法 (GMRES) 迭代 


广义 极 小 残 基 法 (GMRES) 由 Saad 和 Schultz{1986) 导出 .GMRES 渤 代 基于 计 
算 非 对 称 矩 阵 特征 值 的 Arnoidi 方法 . Arnoldi 方法 给 出 了 一 种 计算 Krylov 空间 正 
交 基 的 方法 . 给 定 ww = Ta Tp ;计算 Aw1, 并 使 Aw 与 v1 正 交 , 再 标准 化 , 记 为 vo， 
如 此 ~- 直 进 行 下 去 得 到 -一 个 标准 正 交 基 1,… ,vi, 构成 Ki(A,r0)， 标准 正 交 化 最 
常用 的 是 修正 的 Gram-Schmidt 方法 , Arnoldi 算法 如 下 : 


rd 


BL 一 三 一 
rlls 
For 7= 1,2,-... 
Wj41 = Av; 


For i 1,... ,i 
hi = (Vt1s Vi) 


51 :一 WF — habs 


~ 2410 ， 第 五 章 着 分 方程 的 求解 


End 

PH = 人 ;+ 

vw, itl (5.4.6) 
人 

End 


设 is 荐 nxk 录 阵 , 算 阵 的 列 呵 量 由 正 交 其 向 量 gi, qo;… ,qx 构成 , 则 Armnoidi 
算法 可 写成 矩阵 形式 


AQn tk = Qn xr HE + hori gqrtitd = QnrktiHetk (5.4.7) 


其 中 Bis 是 记 x 上 Hessenberg 短 阵 , 即 


hi hi2 注入 hi,k 
hal hz,2 i hok 


Hik = Pa 2 hak 


her-1 hgk wk 


tx 是 第 个 分 量 为 1 的 维 单位 向 量 (0,… ,0,1)7T，Hijug 是 优 二 贡 x 天 矩阵 ， 
其 前 上 x 上 子 块 是 Hessenberg 扎 阵 志 . %, 最 后 一 行 除 第 十 1 行 第 上 列 元 素 ( 记 
为 和 au- py 外 都 为 零 . 在 GMRES 方法 中 , 近似 解 w* 取 成 


2 = 2 + Qn pbk (5.4.8) 


的 形式 , 也 即 xw* 是 ww? 加 上 一 个 Krylov 空间 的 标准 正 交 基 向 量 的 线性 组 合 , 为 了 极 
小 化 |r*ilz = jr? -4G@n ke ys 必须 满足 


mr 一 AQn, rel2 = min|lr — AQn, ky = min|m 一 Qnr,kt1 Hktt, KY 


’ | (5.4.9) 
= minll Qnr (B€ — Heriry) lz = minllBé — 五- 到 > 


其 中 8 = le E 是 大 十 工 维 向 量 (1,0,… ,0)T,， 注意 在 简化 中 利用 了 关系 式 
Qarié = 万 = TIE， 式 (5.4.9) 是 一 个 最 小 二 乘 问题 ,我们 用 QR 因子 分 解 来 
求解 , 即将 {天 十 1) x 矩阵 Ti 分解 成 一 个 (十 1 x (十 1) 正 交 第 隆 (E41k+1 
和 一 个 {下 十 1) 半 让 上 三 对 和 角 PEr1k 的 乘积 ， 晶 


ER 
Ttlk 一 ht lkti kt Lk 二 加 RER+1 | 0 | {5.4.10) 
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其 中 羽 .x 是 Reyik 的 上 x 三 对 角 块 子 算 阵 ， 具 体 实施 是 用 Givens 旋转 , 消除 
上 Hessenberg 矩阵 入 1; 中 次 对 角 线 以 下 的 元 素 , 可 表示 为 


* 六 . . 六 
9 六 - 站 
1 : -. : Pkg 
(GREGR 1 GG1) His = Rey = |: . . : = 0 
: 水 
0 0 0 {KE 二 1)xk 
{5.4.11) 
其 中 * 表示 非 零 元 素 , G 表示 第 i 次 Givens 旋转 
1 
Gi 一 人 ， 人 一 os 而， ss = sind; (5.4.12) 
Cs 


1 


其 中 两 个 c; 分 别 位 于 (i,2) 和 (十 1,i 十 1) 的 位 置 . 该 G5; 将 下 ix 的 第 i+1 行 
第 i 列 的 元 素 hi1; 变 为 零 . 使 用 (5.4.11}) 式 和 (5.4.12) 式 进行 分 解 的 优点 是 很 容 
易 得 到 下 一 个 矩阵 Hy+2.x41 的 QR 分 解 . 首先 注意 到 


F 


六 加 ‘a 六 六 
0 * + 于 * 
(CrGe RGBrast= (5.4.13) 
虽 0 . 内 六 
D 0 0 下 +UAH 
lo 0 hpangtl 


{二 2) x{ 友 十 1) 


若 这 样 选 择 第 上 + 1 次 Givens 旋转 Gy1: 
当 hgrikt1l 关 0 时 


Rk,k+1 h 
ck+1l = -天 一， sk41 一 -天 一 全 一 (5.4.34) 
A PAELLAREL + 72RTI VREFLEFL 十 下 31 
1 
Le 一 1 {5.4.15) 
CR 十 1 SR 十 1 


一 号 
k+l kt1 | (ro) x(kt2) 4 
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当 heti,kti 一 0 时 Ckti CO— 0D, sk+2 = 1, 

则 可 以 验证 Gry 左 乘 (5.4.13) 时 ， 右 端 结果 第 (Kk + 1,k +1) 元 素 为 
js 十 起 ki 恒 不 为 讲 , 第 (k 十 2, 上 十 1) 元 素 为 零 , 即 完成 了 Hijok+1 元 
的 QR 分 解 . 

在 完成 有 gr 的 QR 分 解 后 , 极 小 化 问题 (8.4.9) 的 解 即 等 价 于 求解 下 面 的 上 

三 角 卸 阵 方程 


Rr ky 一 有 [CEIkxl 


其 中 G 是 上 + 1 阶 盾 阵 为 (GkG-2… G1 [GE&] 表示 到 GE 的 前 让 个 元 素 . 于 是 
解 为 
HE 一 REAB[GEJkxa 


从 而 由 (5.4.8) 式 解 得 zk 为 
一 了 0 十 Qn pk = w+ BOn, kr RE EIGERxI 


由 以 上 分 析 , 可 得 下 面 的 GMRES 算法 : 

1. 初始 化 . 给 定 zo, 计算 ra = 了 一 4z0, gn = pm; = (1,0,.… ,0)7, 8 =||ro| 
对 闯关 1, 执行 下 面 步 综 . 

2. 用 Arnoldi 算法 计算 gil 和 his 一 1 十 1 将 G ,Gil 必用 
于 iq1i 的 最 后 -- 列 , 也 即 有 【 仅 写 出 变化 的 元 素 ) 


hs i; i hs 
* |.=|% | = kl 
hitik -Si CG| | 1 


3. 计算 第 大 次 Givens 旋转 的 cx 和 sx 


2 

cp = Rk 2 CR 内 十 

TT kT 
hg 十 hy hx,k 


4. 对 此 十 1 维 向 量 E 的 最 后 两 元 素 和 Hi 的 最 后 - - 列 分 别 作 用 第 大 次 Givens 
Ek | 医 _ | ck 
Er) |-se cl10 一 3 


Rik | | 人 sk herk | | exrhkk 十 SR 
ht1,k 8p ok | | higtik 0 


5. 求解 关于 gr 的 上 三 角 方程 组 Hi py = [Bt]px1. 

6. 计算 解 了 上 一 w+ Cn, EVE 

上 面 的 算法 称 为 全 GMRES 算法 . 当选 伐 次 数 开 增加 时 (Ek 也 是 Krylov 子 空间 
的 维 数 ), 需要 存储 的 向 量 数 也 增加 , 为 了 弥补 这 个 缺陷 , 可 以 用 GMRES(ko) 算法 ， 


A 
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rr 


也 即 在 每 第 wo 步 重新 开始 GMRES 算法 , 开始 的 初 值 取 为 最 后 一 次 的 迁 代 值 , 以 带 
预 条 件 子 PP 的 形式 表示 如 下 : ， 

1. 选择 zo, 计算 ro = P-L 一 Aw) qn = prope 
量 €= (1,0,… ,07. 对 1 kg ko, 执行 下 面 步 怠 . 

2. 用 Arnoldi 算法 计算 gl 和 Peg 二 1… ,上 十 1). 从 而 给 出 (io 十 巧 x 知 阶 
上 三 角 Hessenberg 和 矩阵. 

3. 计算 解 zi = ?十 人 @ngogo; 其 中 go 极 小 化 ||Bé 一 Hio ,xoV|l2. 

4. 计算 ri = 了- Az, 若 满足 条 件 , 则 停止 , 否则 令 z0 等 于 x 各. 返回 (1) 重 
新 计算 

对 非 奇异 答 阵 ，GMRES 数学 上 等 价 于 Orthodir 方法 , 因此 , 它 不 会 失效 , 尽 
管 收 伍 很 慢 甚 至 停滞 不 前 ; 对 正定 和 矩阵, 它 等 价 于 GCR. GMRES(ko) 数学 上 等 价 
于 Orthodir(ko), 因此 , 对 非 对 称 和 不 定 乞 阵 , 收敛 性 不 保证 ， 


85.4.6 极 小 残 量 (MINRES) 法 


8 = ilro, 取 R+1 维 谭 


当 4 对 称 时 , Arnoldi 算法 简化 成 Lanezos 算法 . Lanczos 算法 如 下 ， 
Lanczos 算法 

1 一 [后 =0 

For k=1,2,... 

iT = 4 一 成 -IDk-1 


Ck 一 【ER 十 1， OE) 


本 出 (5.4.16) 
UETL := WEL 一 EU 
Be = vrrill2 
DE+1 一 Tt 
End 
定理 5.4.1 由 Lanczos 算法 产生 的 向 量 wv 有 
span{t1, ta ,Vk} = span{d1, AvV1, ALi} (5.4.17) 


证 明 首先 用 数学 归纳 法 证 明 {vw} 构成 一 组 标准 正 交 基 . 由 Lanczos 算法 知 ， 


显然 成 立 . | 
当 上 =]1 时 ,由 放 41 = Avr 一 Br_154_1 ask 知 


v2 = Av1 — Povo 一 alol = Av1 — (to, tn 
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所 以 1 1 1 
(v2, V1) = (2 1) = 0 一 于 (52 03) 


及 由 4 一 馈 和 1 十 房 -pk 知 ,， Av1 一 祝 十 to 一 入 ,因此 , (eat 一 0 和 成立. 
假设 (vw;,v;) = 0 (1 i 生成 立 , 下 证 对 1 < ij 所 +1 情形 也 成 立 . 注意 


利用 归纳 假设 有 
(VE+1; VR) = 元 (全 ra 一 示人 Bt 一 人 pay Uk) 
二 (et) 一 (Vk, ob 


1 1 
一 tl at) 一 Br (Skt1s zj 一 日 (5.4.18) 


1 ,.. 
{Ukr1; VE_1) = Be 


(Av 一 GE — Bk1Uk—1i, Dk—1) 


友 
-和 : 
轩 元 (oo4ee) _- 2 - 示人 (or 如 + Bk_2vk_2) — 2 
= (5.4.19) 


当 1 gj<k—1 时 
1 
{VEL 07) = Te — Bh_1Uk1 — Cb Vj) 

~ (Av 0)) — (vk Avi) 

二 1 ‘| 二 一 1 四 
1 2 

一 Be Vit + -1vj-1) 
1 已 ; 

二 (Ce irl) 一 Bk Yi+1) 二 0 (5.4.20) 


由 (5.4.18)~(5.4.20) 式 知 , (wiv0;) = 0 (1 世纪 7 所 二 1, 归纳 法 得 证 . 因此 fw. 确 
实 是 一 组 标准 正 交 基 疝 量 . 
其 次 , 证 明 


Span{y1, t2,. + ,WEY = span{v1 dei ,Di {5.4,21) 


仍 用 归纳 法 证 明显 然 , 当 上 = 1 时, Avwi = 说 十 房 mm 二 Biuo, 从 而 span{vwi, v2】 = 
spainfti, 4o1} 成 立 . 很 设 全 4.21) 式 成 立 , 下 面 证 明 对 E+ 1 的 情形 该 式 也 成 立 . 
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由 归纳 假设 知 
vp & span{vV1; Av1, dt } 
从 而 
ap € span{ Av1, ATb1, +. , Art wl} 
及 ~ ] 1 
1 十 1 一 tl 一 页 (ws — BE_1Pk1 — OkUE) 
所 以 
vk+1 E span{vi, debl ,ARE+T191] (5.4.22) 
span{vi, po， ak] spanf ol AD ,ArvL} 
男 一 方面 , 由 归纳 假设 知 
Akw]l € span{v1, pa,…- ; Up} 
所 以 
.42+1el € span{ dpi Av2,... , Av:} 
又 由 
AVE = Hk 十 Cg 十 Br—1Uk-1 一 站 tl + FVE + Pri1Uk1 
知 
ArTly] € spanfaly bo ,ver1)} 
玻 . 
span{vi, Av1, ,AMTivg]} C spanfti pa- ,BT (5.4,23) 
所 以 由 (5.4.22) 式 和 (5.4.23) 式 知 , (5.4.21) 式 对 上 十 1 也 威 立 . 
因 feel 构成 Kryloy 子 空间 的 标准 正 交 基 . 
口 


Lanczsos 算法 可 改写 成 矩阵 形式 
AQnk 一 Qn pTE RE + Bertit = 加 ER 


其 中 Qs 是 nxk 矩阵 , 和 矩阵 的 歼 由 正 交 基 疝 基 1 构成 ， [4 是 维 单位 癌 
量 é&. 一 {0,. 一 1) kk 是 太太 阶 三 对 角 和 矩阵 


al 而 


Br-1l eg Bel joke 
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人 是 优 十 和 xx 正春 矩阵 , 且 以 下 为 上 大 x 友 阶 子 第 阵 , 最 后 -一行 除 第 上 到 元 
隶 为 B.&7 外 和 询 为 地 即 了 fx 可 写成 


kk 
YI 一 一 网 | 
EE {fk 十 1xk 


极 小 残 量 (MINRES) 法 是 在 仿 射 空间 span{q1, 4q1,… ,4zg} 上 极 小 化 残 量 . 
解 的 形式 到 成 


2 = 2 + Qn 


其 中 gy 是 下 列 最 小 二 莱 问 题 的 解 
rr — AQ era = min lr? — AQn ryllz = min | 一 A rt TY || 
二 min Qn (BE — Teti,kW ls 
= min 8Bé ~ Ti ry lz {5,4,24) 


其 中 各 = (07 是 +1 维 单位 向 量 . 同 GMRES 中 算法 一 样 , 我 们 通过 对 矩 
阵 tx 作 QR 分 解 来 求解 该 最 小 二 乘 问题 (后 面 将 详细 讨论 ), 即 


Rk,k 
CR+tETIIRAIK = REtl,k = | 0 


其 中 Gufrierl 是 天 +1 阶 正 变 给 阵 , 由 -一 系列 Givens 旋转 矩阵 确定 . Retiw 是 优 十 
1} x 上 阶 矩 阵 . 

由 于 了 p14 是 三 对 角 算 阵 , 所 以 Rx 仅 有 三 条 非 零 对 角 线 , 于 是 问题 (5.2.4) 的 
解 Vk 可 表示 为 

Ve = RekAGé kx 
虐 而 
T= 2 + niyk = T+ POE RER GE RxI (5.4.25) 

这 里 [G8&jsx: 表示 取 其 前 上 个 元 素 . 车 记 及， 三 (pospiy*… ,Pk_1) 三 加 KR 
即 PREE 一 名 ae 则 .(5.4.25) 可 写成 递 推 戎 式 


此 —1 
P= 2 + an 1Dh1 


其 中 ax-1 是 [8G&]ix1 的 第 个 元 素 . 由 上 分 析 可 得 如 下 MINRES 算法 (4 对 称 ): 
1. 选择 xz?, 计算 re = 了 一 4zr, 令 四 = 下 可 5 十 1 维 同 量 & = (1,…. ,0)7， 
一 |r|. 对 二 1,2,.… 作 如 下 计算 
2, 用 Lanczos 算法 计算 pr Ck 三 tik Bk 二 tk = th,k41, 从 而 形成 三 对 角 
矩阵 人 Ht- 


全.4 Krylov 子 空间 选民 方法 - 3217 - 


3. 将 Givens 旋转 G; 作用 于 年 阵 到 = 二 一 1 的 最 后 一 列 


bi, | Sr bik i=l kl 
丰 填 1 Si Gi| 1 titlk 
4, 计算 第 六 次 Givens 旋转 的 cs 和 s4 


2 
bk CRtiet 1,k 
tt 
kk 十 天 十 1 大 此 , 基 


5. 对 下 +1 维 向 量 和 到 up 的 最 后 一 列 分 别 作 用 第 上 次 Givens 变换 G, 有 
对 _ I "| 四 | CREE 
ci |-se crx||o0 — SEEE 
| bk,k -| Ck "| | tk,k | _ | 
不 HI -sk ew| [irri 0 


6. 计算 解 


Ck 


EE = 1 + Qn kr RERPGEéEx 
= B14 gr_1Dk_1 


$85.4.7 丽 共 斩 梯 度 (Bi-CGY) 法 


当 4 非 对 称 时 , 构造 Krylov 子 空间 的 递 推 方法 不 能 简化 为 一 个 三 项 递 推 形式 ， 
但 同一 对 三 项 递 推 形式 , 可 以 构造 相应 于 4 和 4 的 Krylov 空间 的 双 正 交 基 , 即 
车 vw € (A200), wi E 本 (4T Fo 则 {wi, sw;) 二 0 (2 半 刘 ,构造 双 正 交 基 用 双 正 
变 Lanczos 算法 来 实现 . 双 正 交 Lanczons 算法 如 下 : 

选择 xr? 和 名 (r0 训 ) 天 小 计算 
加 rd 0 
ro 1 ro,0) 


令 语 = ”Yo0=0,r0= wo=0, 对 = 1,2,.…: 执行 下 面 步 又 : 


对 1 


On 一 (Avx, wk) 
Dk41 = AVk — App — Bl Vk 1 


Wt = AT tk 一 OW ~ Yh—1Wk1 


_ Bl (5.4.26) 
Ye 一 | 就 + la Vit = 
. 1 
| 
Bx = (VE MK DEE 三 


定理 5.4.2 车 (wi,wi) 关 0{l 亏 i 气 志 十 1), 则 


(vast) =0, Vi¥7 1<i7 k+l (5.4.27) 
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证 明 用 数学 归纳 法 证 明 . 
交 先 证 明 当 天 = 工时 和合.427 式 成 立 , 注意 由 H 和 aw1 的 初始 值 可 知 (blyapi) = 1. 
于 是 


人 1 1 
(C1, WW2) 一 (51， 本 ) 一 (VA 一 11 一 ~Yowo) 一 VA tl 一 C1 001) 
1 Ol [a {1 
= (v1, ATw 一 1 一 -一 一 一 一 
瑟 ! ! 1 页 1 本 而 
及 

1 1 

(Va 20 = CO— (V2, WW1) = {AY — V1 — Povo, WwW1) 
1 | Y1 
1 

= 二 (how) vw) = 

| 了 1 Yl i 


因此 当 才 = 工时 (5.4.27) 式 成 立 . 现 假设 (5.4.27} 式 当 1 志 i7 所 上 时 成 立 , 注意 对 
所 有 2 <i<<k, 有 


| 全 > | 省 他 1 Yi 1 
is 二 一 一 = 1]， Vi, Vi) = {———, 一 和 ;一 一 一 1]. 
el il 5:||s Co woe) (7 局 1 mi “(Bi eps) 


当 i = 1 时 , 显然 也 有 wz = 1, (wi,tw1) = 1. 于 是 * 


(RH Wk) = YE B41 WWE) = YE AVE — OpVE — BE Uk 1, WER) 
= ye (CAV WWE) — ORY (Vi Ww) 


= QR — AN =0 


(WF; UE) 一 pi Uk ) = Boi (AT ao 一 Op YE 1 1 Yk) 
= Br (4 wr, ve) — opr! (pr, vk) 


= Be ok 一 ak 大 :一 0 


(okH tk 一 人 Era 一 1 一 akak 一 大 -ip ink 1 


VR; AT wR 1) — Yr Bl 
一 3 
= (Vk, 而 中 一 这 185-1 


— ye Bei ylB i=0 


( 

= Av te1) — YE Bk (URI, Wk 1) 
( 
( 


_ -1 
Uke WE + 二 1 本 1 十 -2 一 


$5.4 Krylov 子 密 间 选 伐 方法 .219 ， 


(wp DE) = Br (Diy Ok-1) 一 大 (4 一 png 一 15 1 Vk-1) 
= Br (AT ewe, Dk-1) — BE Yk-I 
= A lw Avk_1) ~ BE ly 1 
= Br {wk, Dk + OR_1DE1 + Bh_2Yp_2) 一 Bi Yk_1 


= A wk, BR} — Be YE-i= Br Yl — Be Yi =0 
当 1&i<k 一 1 时 , 注意 利用 归纳 假 没 (i+1 < 局 , 存 


(Vets WE) = YR (Dip Di) = Ye ABR, Wa) = Ye (By AT ws) 
二 ye (bk, Wi 二 Oat 二 iidn_1} = 0. 
(teri vi) = BE (thr vi) = Br AT 一 DT 全 Avi) 


一 Bi (Wr, Dit1 十 iti 十 Bi_1vi_1) 一 


另外 , 由 算法 可 知 
losrale = et -1 
"Yk 

下 ET TDR+1 1 ,~ Wk 

(BEF AH = ( ， = 一 人 村 1 一 一 一 一 一 一 
Yk Bk ) x (ok Dkr) 
一 La 1 站 REURA1 二 1 
“Yk : (DEL: Wk+1) 


由 此 可 知 , (5.4.27) 式 对 天 + 1 情况 也 成 立 . 因此 由 归纳 法 知 定理 得 证 . 


口 

双 正 充 Lanczos 算法 可 用 矩阵 的 形式 表示 为 
AVha = Ye 十 YVRTIER = Vk THLk, (5.4.28) 
AT Wi = Wn, pT + Batortied = Wh Tk, (5.4.29) 


其 中 Vi 是 以 标准 正 交 基 向 量 9 ,… ,vw 为 列 攀 成 的 nx 大宗 阵 ， Wi x 是 以 标准 正 
交 基 向 量 tp1,-… ,wk 为 列 构成 的 mx 二 矩阵 , &4 = (0,0,-… ,1)7 是 才 维 向 量 . 另外 ， 


a 讲 


_ cr 四 
Yk 1 A Bk-i | 
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Tk,k 
Txt Lk = 

TT 

YEEk (RE 十 1) x 

(ZHI 
天 一 
TI 
Brék (K+1)xE 
双 正 交 条 件 为 
VikgWng = I (5.4.30) 


双 共 疡 梯度 Bi-CG 算法 令 zw* 取 成 如 下 形式 


w= 十 了 RE 


并 选择 Vk 使 me 一 0 一 AVh, pk 与 菇 向量 Di ;TH 正 变 ， 即 
Wir = Wr WI AVEY = 0 {5.4.31) 
将 WT 左 乘 (5.4.28) 式 , 有 
Wir AVx = WHY TEs + YEWE VE = WT Va Th 
并 电 双 正 交 条 件 (5.4.30) 可 知 有 : 
Wa pAVnn = Tx (5.4.32) 
也 
Her = Wr = Wapoilr a = 0 (5.4.33) 


其 中 = IE = (1,0,.… ,0)” 是 维 向 量 ， 将 (5.4.31) 式 和 {5.4.32) 式 代 
人 (5.4.33) 臣 知 
了 于 一 SB€. 
注意 Thk 是 三 对 角 和 矩阵 , 可 用 LDU 分 解 来 求解 该 方程 得 到 gy. 由 上 分 析 , 可 得 如 
下 汉 共 郝 梯 度 算 法 (Bi-CG). 
选择 zw, 计算 ro = 了 -Axo, 令 po = ro, 选择 #0, 使 得 (Pro) 0, 部 = 0 


85.4 Krylov 子 空间 选 代 方 法 : 221 - 


对 天 > 1, 作 如 下 计算 : 


fr 一 1， 一 ) 
1 一 RE T 二 1 
(Ap ) 
ph wel a ? 
pk 一 PE-L a 1Ap*-i 
Fk 一 PE-l or_1ATHS-) (5.4.34) 
【他 


Pk-1 = (rE-1, FR-1) 
Pp =r tp 
Ph = Fl + .1p*™! 


85.4.8 拟 极 小 残 量 (QMR) 法 
在 拟 极 小 残 量 (QMR) 法 中 , w* 仍 取 成 Bi-CG 中 的 形式 


Tp 二 Vi Wk 


但 gs 的 选择 不 同 , 不 是 极 小 化 残 量 的 2- 苍 数 . 由 于 


rer 本 TAR = 人 HIS — Ter EDE) 


所 以 
lr & Vstil2 NBé — Th sell2 (5.4.35) 
我 们 选择 yx 使 得 


|8é 一 Tre+1,ryell2 = min 1 8 一 Ter,ryl (5.4.36) 


取 极 小 化 (5.4.36) 式 右 端的 一 个 因子 ， 该 极 小 化 问题 始终 有 解 , 可 通过 对 矩阵 人 Hi 
作 QR. 分 解 的 算法 来 求解 ， 让 此 得 到 下 面 拟 极 小 残 量 (QMR) 算法 . 

给 定 z0, 计算 ra = 于 一 4 3 1 = 从 本 ,给 定 六 计算 wi = 全 令 天 +1 
维 向 基 《= 人 1 中 ,07 有 = roz. 半天 > 了 执行 下 面 的 步骤; 

1. 用 双 正 交 Lanczos 算法 计算 ws+l, as+l, 三 对 角 上 矩阵 鸡 * 的 元 素 , ak = tkx， 
Pe = tak Yk = 大 二 1 


2. 对 和 Hi 通过 一 系列 Givens 旋转 Gn, G4_1,:… ,Gi 作 分 解 . 即 


Rr 
(GAGE GI TREE = ( 加 
3. 计算 新 解 .zf = 20 十 Pgkx1 或 zk = zl1 + QE 1Dk—1; 其 中 
Pe = (po Pr) = Var RE 
grx1 一 【GCT IE = (aoyal ,ak-1y7. 
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85.4.9 共 思 梯 度 平 方 (CGS) 法 
Bi-CG 算法 可 以 写成 
re pelA)rD, FE = plAT)FN 
Pp" = 加 (4)r0， Be = We(AT)F 


其 中 px 和 wi 是 次 数 不 超过 大 的 多 项 式 . CGS 的 思想 是 将 第 上 次 残 差 表达 式 r* 中 
的 ps(4)r? 替代 成 腔 (4)r2 以 加 快 政 敛 速度 . 为 此 , 先 将 pr{4}r? 写成 递 推 的 形式 


(5.4.37) 


Ph (ANT = Pr-idr ~ ap-1ApE 1 Ar (5.4.38) 


pal A = pr( A + Bre1(A)r" (5.4.39) 


其 中 
(pr CA)r®, pr AT)FODY _ (PE 1(A)r?, 70) 
(Aw 1 (AYro, pr (AT)FO) (Aw (Arno, Fo) 
ge = (Pe(A)r pa A)F) (PRA)r®,F) 
{priCA)ro, pr (AT)FO) (pi_ (CA), FO) 


由 (5.4.38) 式 与 (5.4.39) 武 得 多 项 式 pk{4) 和 坊 .(4) 满足 如 下 递 推 关 系 式 


Ok—1 三 


PE(A) = pp ah ~ ap_1 A 1(A) (5.4.40) 


wet A) = pr(A) + BEpr-1lA) {5.4.41) 
为 了 计算 gp2(44), 将 (5.4.40] 式 和 (5.4.41) 式 分 别 取 平方 , 得 


PA) = p21(A) — 2a hp 1 (A 有 四 (5.4.42) 


pe (A) = pA + Bepr Ape 1 A) -BR (A) (5.4.43) 
为 使 计算 能 递 推进 行 , 还 需要 wxf4) 和 (4) 的 表达 式 , 将 (5.4.41) 式 右 肝 (5.4.40) 
式 , 得 
Ph tA) = ph(A) + Brpr( APE-1(A) (5.4.44) 
为 求 上 式 中 的 pk(A) 和 由 _1(4), 将 (5,4.40) 式 取 此 一 1 左 习 (5.4.41) 式 , 得 


PR = pe_1 (A (A) — Gp 1 APEL1(A) 
= phnA) + Bigpr 1 (APE aA) — or A 1(A) 


在 实际 计算 中 , 将 这 些 量 作用 于 yo, 可 导致 下 面 的 向 量 递 推 关 系 式 


(5.4.45) 


ro piR(A)r, pr = petA)r 


5.4 政 rylov 子 空间 迁 代 方法 223 ， 


wh = Pr)ro 人 一 PhfdJW-i(d)r 
CGS 算法 
给 定 mo, 计算 ra = 了 一 4zr0, 令 刘 一 mp = ro 加 =0,20= 4850. 选择 六 使 
得 (fo,ro 夭 0. 对 点 2 1 作 如 下 计算 . 


一 ML 一 ok ios-1 
(re 名) 

Ok 一 一 TY 
(we £0) 


P= Pl op i 十 全 


nl A 不 一 1 上 
"nl (十 全 (5.4.45) 
A (rm ) 


re, #0) 

ut 一 rt Beg 

pr =u + Bg + Bep*-!) 
UR = Ap* 


35.4.10 戏 共 耗 梯度 稳定 化 (BiCGSTAB) 法 


在 CGS 中 的 残 量 r* 满足 关系 式 r* = p24)r9, 其 中 px(A)r? 是 BLOG 的 残 
量 . 但 Bi-CG 中 的 残 量 在 某 一 步 增加 时 ，CGS 的 残 量 将 会 是 近似 平方 的 量 增加 ; 这 
导致 CGS 收 敏 的 振荡 , 为 了 避免 收 敏 性 出 现 大 的 握 荡 , 将 残 量 写成 下面 的 形式 


六 一 人 kJ)pk(4)r [5.4.46) 
其 中 yx 仍 是 Bi-CG 中 的 多 项 式 , 但 Qe(A) 选择 为 
QE(A} = (1 — wkA) — wl) (1 wd) (5.4.47) 


并 使 得 第 不 次 选 代 的 极 小 化 残 量 r* 总 体 上 仍 有 CGS 的 快速 收敛 性 , 即 系数 wi(i = 
3 ,) 满足 
min la = min I(T ~ wR A pe A) | (5.4.48) 
这 导致 BCGSTAB 算法 ， 
在 BiCGSTAB 算法 中 , 残 量 和 方向 有 如 下 的 递 推 关系 


T= QA pr Ar 


ph = Or (A Ar (5.4.49) 
由 关系 式 (5.4.40)~(5.4.41), 并 将 (5.4.47) 式 代入 (5.4.49) 式 有 
r= (7 — weAQe (Ape 1 (A) — epi Avr1(AYr? 
= (TweA)rel ~ op_1Ape1) (5.4.50) 


PD" = QelAlpr A) + Babp1pk id)]r0 
= r+ -wsA)pe-! 


2224 ， 
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最 后 禹 要 将 BrCG 中 的 系数 ak -i 和 PB 用 新 的 向 量 表 示 . 根据 Bi-CG 多 项 式 的 正 


交 性 , 有 关系 式 


(pal A rT?, pa1(AT FD) = (1 lo 2 oo(pr 1(A)r, (AT)*-1F0) 
(A AT, Br AT)F) = (1) Ta a. on( A 1 (A)r, 047 IFO) 


于 是 


人 = 人 ptr = (App-i(A)r’, Qp_1( AT)E) 


={ 
( 


一 ok 1 (A (AT)ET EO) 


(Ap™ ,7) = (Qe 1 AAV Ar 7) = (A 1 (MT, Qi 1(A)FO) 
= {lo A (AP, CATYKT2 FO) 


因此 or_1 和 Br 可 用 新 系数 表示 为 


(rh 0) Ce 1( re, FO) 
Ok = TN 康王 0 
(4P ,7") Oo 人) 


BiCGSTAB 算法 


选择 20, 计算 中 = 了- 4z0, po? = 了. 选择 部 使 得 (m0,#50) 关 0. 对 上 之 1 质 行 


如 下 计算 ， 


85.5 多 重 网 格 法 


(Pel, £0) 
Oe—1 ki Fo 
(Ap™-!, 7°) 
| op_1p*! 
Tr 一直 — ph—l ek 1Ap*-! 
{rs ATK 和) 
Wh 
(Ark-, ArE—3) (5.4.51) 


1 1 
PR 一 wr 


a 一 一 本 一 co 
Br = 宇 -: (ro) 
wh fr Fo) 
pr 一 和 中 十 成 (pk 一 1 一 ck 一 1 


在 残 量 校正 格式 中 我 们 提 到 , 与 选 代 矩 阵 小 特征 值 有 关 的 误差 将 很 快 消除 , 大 
部 分 的 计算 是 消除 与 大 特征 值 有 关 的 误差 , 多 重 网 格 的 基本 思想 是 快速 消除 误差 的 
高 频 分 量 . 为 此 , 我 们 使 误差 的 高 频 分 量 与 选 代 矩 阵 的 最 小 特征 值 对 应 , 这 可 以 通过 
问题 变换 到 一 个 粗 网 格 (大 步 长 ) 上 实现 , 在 该 网 格 上 误差 的 低频 分 量 相应 于 以 前 细 
网 略 上 的 高 频 分 量 , 然而 我 们 在 这 个 粗 网 格 上 快速 消除 误差 的 低频 分 量 , 这 个 过 程 
有 可 以 逐 级 重复 , 最 后 的 结果 被 变换 到 细 网 格 上 . 


$5.5 多 重 网 格 法 + 225 ， 


8$5.5.1 低频 分 量 与 高 频 分 量 


考虑 Poisson 方程 的 差分 村 式 (4.8.3)~(4.8.7). 为 简单 起 网, 取 Az = Ay, Ms = 
My = MM, fj = 0, gii 一 0, 且 使 满足 好 = 2*Y. 显然 , 齐 次 差分 方程 对 应 的 方程 
组 Aw = 二 0 有 唯一 零 解 4 = 二 0. 现 设 初始 猜测 为 


MT—l1 Ml 


= > » we” (5.5.1) 
#=] 太一】 
其 中 wr:*(p,s = 1,:…- ,MM 一 1) 是 4 的 特征 向 量 , 注意 根据 这 一 初始 猜测 , 初始 误差 
为 eo = 一 站- ao = 一 to. 为 了 简便 , 初始 误差 记 为 -eo = to. 由 式 (#5.2.18) 知 , 系数 
矩阵 4 的 特征 值 为 


四 ST 


n 一 一 一 一 
HD 一 Ss z{2 cos FF ~ Co8 万) {5.5.2) 
A in? .27 =1... M— 
= in pnr + Sin oi) 3 二 1..:-.,M—1 {5.5.3) 
相应 的 特征 值 向 量 分 量 为 
wh = sin dT sin oT, ,EE=],:... ,MD—1; p83=1,.…. ,M1 {5.5.4} 


注意 这 些 特征 阿 基 是正 变 的 (这 使 我 们 的 计算 更 容易 ). 当 p 或 s 小 时 , tw?"* 变化 较 
缓慢 , 当 p 或 s 大 时 , wr'* 更 加 振 昔 , 这 具有 一 - 般 性 . 通常 , 我 们 称 相对 慢 变 化 的 特 
征 问 量 为 平滑 或 低频 向 量 , 捍 加 振荡 的 特征 向 量 为 振荡 或 高 频 向 量 . 


85.5.2 网 格 变换 


考虑 区 域 如 = (0,1) x (0,1). 与 前 面 一 样 , M; = M, = M, 选择 M=2N. 考 . 
处 忆 上 的 一 个 均匀 网 格 , A 一 Az Ay = 二 ,用 G* 表示 , 然后 类 似 定义 Gh 的 一 
系列 粗 网 格 GY,G 和 9，…. ,G3. 

下 面 将 定义 从 G* 到 G2 及 G28 到 G+ 的 网 格 变换 , 其 他 的 到 粗 网 格 或 到 细 网 
格 的 变换 也 类 似 . 用 7 表示 从 GF 到 G2+* 的 网 格 变 换 , 172+ : G+ 一 G+, 算 子 27 
称 为 限制 算 子 . 限制 算 子 将 细 网 格 上 的 值 近似 到 粗 网 格 上 .全 加 权 是 一 种 限制 算 子 ， 
若 令 J2rwt 二 ww2*, 则 全 加 权 算 子 的 分 量 形式 定义 为 


2h h hn 上 五 
Yi 二 5 5 [ub 1.27_1 十 Wai L241 TF Hi 1,2741 + Haid1,2;—1 十 
h h h 上 M 
2(U2i,2;_1 十 jl + W127 + Rt127) 十 dai2jl ij 二 1,.……, 芝 一 1 


全 加 和 权 算 子 将 粗 网 格 上 的 值 定义 成 细 网 格 上 的 加 权 平 均 . 
另 … 种 限制 是 由 及 hur = w+ 定义 的 单 射 算 子 , 其 中 分 量 形 式 定义 为 
M 


uz 一 W227 7 1, :本 一 1 (5.5.5) 
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显然 单 射 算 子 7 六 比 全 加 权 算 子 及 ”更 容易 计算 ， 
为 将 粗 网 格 土 的 值 近 似 到 细 网 格 上 , 利用 延 拓 算 子 或 插值 算 子 5. 最 常规 的 延 
拓 算 子 是 线性 延 拓 , 其 中 成 : G2 一 G* 由 声 W2* 一 全 定义 , 其 分 量 形式 定义 为 


zj 二 由 (5.5.6) 
1 

Ur12 = 3 (0 十 141 { 呈 .5.71 
1 

2 = 3 + 1) {5.5.8) 

1 
W112j41 一 了 (3 十 让 下 1 十 1 十 2 y+1) (5.5.9) 
AM 
j=D,... ,1 {5.5.10) 


显然 插值 算 子 世 在 G* 上 产生 一 个 更 光滑 解 . 
现 以 一 维 初 过 值 问 题 


一 0 2€(0,1) (5.5.11) 
u0) = ul)=0 (5.5.12) 
为 例 , 其 差分 方程 为 
a 一 2 + y+1) 一 0, 二 ly ,Mf 一 1 (5.5.13} 
uo = uM = 0. (5.5.14) 


现 采 用 全 加 权 作 为 限制 算 子 . 采用 线性 算 子 作为 延 拓 算 子 , 取 M = 8. 注意 到 差分 方 
程 在 G* 上 可 写 歹 


一 1 让 0 

1 -2 1 1 0 

1 1 -2 1 Mg 0 
一 _ 外 
A = A 1 -2 1 4 0|=0 

1 -2 1 UE 0 

1 一 2 1 ub 0 

1 一 2 | js 0 


记 G* 网 格 上 二 对 角 秆 阵 4 的 特征 值 向 量 为 woy(7 = 1,… ,7). 由 定理 1,3.1 知 , wt 
的 第 s 个 分 量 是 这 力 = Sin 二. Gr 网 格 上 值 可 以 写成 


M—1 
hh i 
到 ”一 > Gy 
j=1 


§5,5 委 重 网 格 法 + 227 - 
因为 12 是 线性 的 , 所 以 G8 上 的 值 为 


Phain 一 Tw h 


7=] 
注意 差分 在 G2* 网 格 上 (ae = Ms = 和 的 解 可 表示 为 
2 -1 0 | | 0 
A =|1 2 1||wa|= |0|=o0* 
0 -1 2 a 0 


42" 的 特征 向 量 是 tw 和 (7 = 1,2,3). tw3* 的 第 s 个 分 量 是 w?3 = gin 区- = 1,2,3). 
1 各 成 , 可 以 写成 矩阵 形式 


] 1] 2 1 0 0 0 0 
=|0 0 1 2 1 0 0 (5.5.15) 
0 0 0 0 1 2 1 
和 
1 0 0 
2 0 0 
1 1 0 
忆 1 
{2n = 5 0 2 0 (5.5.16) 
bD 1 1 
0 0 2 
0 0 1 
从 而 
sin TT 4 28in 2 4 gin 3 4 co82 Ts sin 3 
多 8 名 16 | 
37 和 下 2 
Rwt = = | sin 十 之 5in 百 十 Sih = | 4eos? 二 sin 二 二 898 ?tw 
in ST ogin 6 sin 4cos 2 7 sin 3 
8 & 8 “16 "4 
类 似 地 , 分 别 可 以 算得 
27 
一 cne2 Tneh 
1? 二 二 COS 16 2 : 了 一 多 
了 = co8 ? wa, j= 3 
TD 4 一 On, 了 一 一 4 
了 ao 2 = 一 sin2 ST up3n, 7 = 1,2,3 
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一 般 地 , 对 限制 算 子 及 *, 我 们 有 


于 ay = COB Zw, j= 1,-.， ,人 一 1 (5.5.17) 
Pwh a = On (5.5.18) 
I aR; = — sin? 2 一 1 ， ~ 一 1 (5.5.19) 
对 插值 算 子 成 ,, 有 
Tn ww? 一 cos wt sin? 2 wh 了 一 下， ,2 一 1 {5.5.20) 


由 (5.5.20) 式 可 知 , 即使 开始 仅 有 误差 的 低频 分 量 (L < j < M12 1 则 粗 网 格 
校正 会 引进 了 高 频 成 份 , 因此 在 细 网 格 Gr+ 上 松弛 是 必要 的 , 以 消除 由 世 引进 的 高 
频 成 分 . 注意 当 j << 汪 时 ， 


Bw = (1 — O(B Ye 4 O(n 


因此 , 粗 网 格 校正 后 专 , 引进 的 高 频 分 量 是 小 量 . 同时 也 看 到 同 对 低频 分 量 影响 
不 大 . 类 似 我 们 还 知道 , 对 初始 猜测 中 误差 的 高 频 分 量 , 粗 网 格 校正 后 会 引起 低频 分 
量 但 是 小 量 . 


85.5.3 粗 网 格 校正 


前 面 看 到 , 假如 ww 是 4u = 了 的 一 个 近似 解 , r 是 残 量 > = 了 -Aw, 则 Ae 二 + 
的 解 是 误差 , 于 是 精确 解 为 u = w 十 e. 残 量 校正 格式 是 进 民 求解 Ae = r 的 近似 解 ， 
然而 加 到 aw 上, 粗 网 格 校正 蚌 另 一 种 残 量 校正 格式 , 它 在 粗 网 烙 上 求解 he = r 的 
近似 解 . 一 般 地 , 考虑 在 网 格 G* 上 求解 Aut = rn，G22 表示 相关 的 粗 网 格 ,428 是 
粗 网 格 上 的 矩阵 , 下 面 是 粗 网 格 校正 格式 

中 在 GY 上 ,在 Aru* = 了 * 上 松弛 mi 次 ,得 结果 wh,, 其 中 初始 猜测 为 wl. 

3) 计算 rr?= 天 一 he 

(3}) 计算 72 = 下 Rn. 

人 在 Gas 上 ,求解 42hea2h 二 2 

(5) 校正 细 网 格 近 和 似 语 ,， = uh 十 项 e2h， 

(6) 在 G+ 上 以 这 为 初始 猜测 , 在 Atwr = ft 上 松弛 ma 次 , 得 结果 家 名. 

粗 网 格 校正 格式 的 另 一 种 方法 是 多 重 网 格 的 粗 网 格 选 代 校 正 . 下 面 给 出 最 常用 
的 V 循环 多 重 网 格 算法 . 一 个 四 重 网 格 的 VY 循环 可 由 下 述 步 又 组 成 

(1) 以 8 为 初 值 , 在 细 网 略 上 对 4aup = J 做 mi 次 选 代 , 得 近似 值 tt， 及 
残 量 


rh 二 fF _ Arut, 


85.5 委 重 网 格 法 -0228 . 


(2) 在 第 二 层 网 格 上 以 e3* = 0 为 初 值 , 对 
2 2 下 二 了 站 = 了 hy 
进行 mi 次 选 代 , 得 e 吕 及 残 量 
2h 一 2 加 42he2h 
(3) 在 第 三 层 网 格 上 以 e 扫 = 0 为 初 值 , 对 
APeAh = 4 = Tr 2 
进行 mi 次 远 代 , 得 e 可 及 残 量 
一 
(4) 在 第 四 层 网 格 上 以 e 了 二 0 为 初 值 , 对 
AShpBh fa? 一 了 4 
进行 mil 次 选 代 , 得 et 及 残 量 
ph 一 fa Anesh 


(5) 对 es 作 修正 ，6 = e 执 十 Ie 名 ,然后 再 以 新 的 e 六 = 6 为 初 值 ， 
对 A 和 en = 了 4 作 ma 次 迁 代 得 到 结果 8 此 . 

(6) 对 et 作 修正 , 6 一 et 十 1 人 然后 以 6 = 6 为 初 值 , 对 A2+e2+ = 
f+ 作 ma 次 移 代 得 824， 

(7) 校正 到 细 网 格 上 让 一 和 十 歼 6、 

(8) 在 G 上 ,以 ==， 为 初 值 ， 对 A + = 了 + 选 代 mo 次 , 得 到 结果 训 5 

这 一 循 玉 像 一 个 下 字形 , 如 图 5.2 所 示 , 称 汶 V(rmi,ms) 循环 . 还 有 其 他 多 重 网 
格 循环 格式 , 如 区 循环 和 FMY 循环 , 可 参考 相关 文献 , 如 文献 {41]. 


5.2 至 逢 环 
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85.6 平行 迭代 算法 

对 线性 方程 组 Ax = 了 , 将 系数 矩阵 4 作 形 如 4 一 D+ 上 十 的 分 解 , 其 
中 万 为 对 角 线 矩阵 , 工 和 上 5 分别 是 对 币 线 元 素 为 零 的 下 三 角 阵 和 上 三 第 阵 . 下 面 考 
虚 几 种 简单 选 代 法 的 并 行 实现 . 


85.6.1 Jacobi 选 代 法 
Jacobi 选民 公式 是 
一 一 人 5 一 
f= 之 5 (5.6.1) 


一 [7 
了 i k=1,2,.., 

由 该 式 可 知 ，Jacobi 选 代 的 每 一 步 的 值 只 六 赖 于 上 一 - 步 迭 代 的 值 , 具有 很 高 的 并 行 
度 . Jacobi 迁 代 并 行 求解 步 又 如 下 : 

1. 各 节点 以 某 种 方法 求 得 本 机 上 的 初 值 zx-1(k > 1), 并 交换 交界 处 的 2 一 1. 

2. 各 节点 并 行 地 利用 (5.6.1) 由 x*-! 求 本 机 上 的 xz. 

3. 以 某 种 方式 求 出 迭代 误差 , 若 满 足 要 求 , 结束 , 否则 , 各 节点 交换 交界 处 的 zt5， 
增加 1, 返回 2， 


85.6.2 G-S 选民 
Gauss-Seidel 的 迁 代 公式 是 


上 十 > ai fd), i=1,2..,n, k=1,2,... (5.6.2) 
了 二 i 十 1 
真 接 按 (5.6.2) 式 并 行 计算 需要 大 量 的 通信 和 同步 操作 , 可 以 通过 对 网 格 点 进行 红 黑 
排序 的 方法 来 实现 G-8 迭代 的 并 行 计算 . 如 对 Poisson 方程 
可 ?4 ,2 外 


页 5 -f(x,y) (5.6.3) 
在 正方 形 网 格 上 的 差分 格式 为 { 取 网 烙 步 长 为 问 
Uj 二 (on + tl + Hit sti + fj) (5.6.4) 
使 用 G-S 迁 代 公式 , 得 
wed! = tu 证 (5.6.5) 


洒 用 红 黑 排序 方式 , 将 结 点 分 成 红 、 黑 两 个 集 , 当 i 二; 为 偶数 时 , 结 点 (1, 让 记 为 红 
点 , 当 #+ 了 为 奇数 时 , 结 点 (i,7) 记 为 黑 点 . G-S 迭代 的 并 行 计算 步骤 为 
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1. 各 处 理 机 以 某 种 方式 得 到 初始 值 w*,k 二 0. 
2. 各 处 理 机 并 行 地 对 i + j 为 偶数 的 红 点 计算 


kl lL (utt1 
了 村 让 了 一 


3. 各 处 理 机 交换 边界 数据 后 , 并 行 地 对 i 十 j 为 奇数 地 黑 点 计算 


1 [5.6.6) 


1 
Wy = 了 (1 十 2 十 二 二 (5.6.7) 


注意 右 端的 四 个 * 值 为 红 点 土 的 值 , 已 由 (5.6.6) 式 算出 , 因此 这 一 步 可 以 并 行 计算 
所 有 黑 点 的 修正 值 . 
4. 者 误差 已 满足 要 求 , 则 停止, 知 则 , 各 处 理 机 交换 边界 数据 , & 增加 1, 返回 2. 


85.6.3 逐次 超 松 弛 (SORY) 和 迭代 法 
对 差分 格式 (5.6.4), 逐次 超 松弛 的 夺 代 格式 是 


1 志 十 1 点 十 下 点 
t 一 {1 一 w ue) 十 Fl 十 uel 十 Uy j++1 十 U1,3 十 hzfey) (5.6.8] 


其 中 ww > 0 为 松弛 因子 . w = 1 即 为 G-S 迁 代 法 , 类 似 G-S 迭代 法 , 使 用 红 黑 排序 同 
样 可 对 (5.6.8) 式 实现 并 行 计 算 . 读者 自己 写 册 并行 算法 . 


85.6.4 线 迁 代 法 


以 上 介绍 的 几 种 方法 促 考 虑 对 单个 结 点 的 渤 代 修正 ， 线 送 代 方法 刚 是 考虑 一 条 
网 格 线 上 全 部 结 点 的 迁 代 修正 . 对 差分 格式 (5.6.4, 线 Jacobi 远 代 公式 为 


志 二 1 El1 kil 站 于 
2 二 —fij 一 | (5.6.9) 


土 式 左 端 表明 , 完成 第 ; 条 网 格 线 的 一 次 选 代 要 求解 一 个 三 对 角 线 方程 组 , 可 利用 
追赶 法 求解 . 计算 步骤 与 逐 点 修正 情形 类 似 . 
若 在 (5.6.9] 式 中 用 好 拉平 换 不， 则 得 到 线 G-S 选 代 法 公式 , 即 


Ei 


二 1 k+l k+l R11 _ pp k 
i dy + is tj 1 = fi — ijl 


用 上 式 计算 时 , 将 网 格 线 分 成 红线 和 黑 线 两 组 ,首先 利用 黑 线 上 前 一 次 迭代 值 计算 
红线 土 的 迭代 值 , 全 部 红线 的 值 可 以 伺 时 计算 , 然后 利用 红线 已 迭代 收 正 的 值 计算 黑 
线 上 的 迭代 值 , 所 有 黑 线 上 的 值 可 同时 计算 . 

对 线 超 松 弛 迁 代 法 , 首先 计算 


WG) — 4 (GG) + eis (0) = fi (5.6.10) 
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其 中 汉 ,{G) 表示 线 G-5 选 代 法 的 第 上 次 选 代 值 , 然后 , 将 at; 蔡 换 wis+'(G), 并 作 
| 线性 插值 
让 人 (5.6.11) 


| 线 趋 松弛 迁 代 法 的 并 行 计算 与 线 G-S 选 代 法 类 似 . 


练习 
| 1. 考虑 一 维 模型 问题 
-2 =0, xe{(0,1) 
uO) = ul) = 
] 有 限 差分 近似 是 
一 1+ su 3 -a =0, j=1,...…,M—1 


un 二 um 二 0 


(a) 证 明 差 分 方程 的 系数 矩阵 的 特征 入 和 特征 向 量 分 别 为 


Wy = pin TS, sin ST, ,sia re 7=1,-..…,M—l 
(b) 令 RJ 表示 加 权 Jacobi 格式 的 选 代 和 矩阵 , 证 明 Rj 的 特征 值 和 特征 向 量 为 


Yn 


(0) 令 M=16,w== >. 用 加 权 Jacobi 格式 求解 , 中 止 准则 是 连续 两 次 选 代 的 上 
确 界 范 数 小 于 10-4. 

2. 设 用 G-S 迷 代 方法 求解 线性 代数 方程 组 4Ax = 了 . 设 wt 是 迭代 解 , 若 记 et = 
ww* 一 wt-1. 证 戎 对 足够 大 的 , G-8 和 迭代 矩阵 近似 由 和 eg je*-tjlz 给 出 . 

3. 取 任 意 初 值 , 如 z0 = (0,0}T, 用 CG 算法 求解 方程 组 


371 十 To 二 5 
X11 十 27T2 二 5 


4. 取 均 名 网 格 步 长 h = 1, 在 正方 形 域 [0,3 x [0,3] 上 求解 第 一 类 Laplace 方 


程 Aw = 0, 边界 上 的 % 值 取 成 22 - 妇 , 分 别 用 Jacobi 选 代 和 G-S 选 代 计 算 ， 
5. 考虑 线性 二 阶 方 程 


{ 结 - f(z), Ogzgl 
u{0)} = (1) = 
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取 均 匀 网 格 步 长 所 了 一 六 二 lM 用 到 表示 ?| 日 值 ”， 名 十 1 表示 全 站 值 ?， n=0 时 表示 
初始 猜测 . 
(1) 取 选 代 格 式 为 


UO , 
= i=2,8,-... ,M1 (1) 


其 中 w?11 = 0, wl1=0, ww 二 0 =1,2, ,MD), f= f(ri). 
(a) 说 明 该 选 代 方法 就 是 Jaeobi 送 代 方 法 . 
fb) 记 ju; = af 一 过 是 两 次 进 代 的 变化 , 将 选 代 格 式 写成 下 面 的 形式 
ow 加 
其 中 右边 是 截断 误差 . 若 引 进 时 间 步 长 At, 通过 对 (2) 式 在 (i,n) 点 处 的 截断 误差 
的 分 析 说 明 该 选 代 方法 与 下 面 带 源 项 的 热传导 方程 
Bu Fu 


= (3) 


相 容 的 条 件 . . 
(c) 当 f(x) = 一 sinrz 有 时， 验证 上 而 (3) 式 的 精确 解 是 ur, 日 = 


[1 一 ex sin nz. 


(2) 取 选 代 格 式 为 
1 一 2 十 二 
2 十 1 世 1 一 广 (4) 
该 格式 是 否 是 隐 式 格式 ? 是 否 相应 于 G-S 迭代 格式 ? 其 “6 形式 "是 
-站 ul 十 du 一 rl 一 天 (5) 


上 式 (5) 与 热传导 方程 (3 相 容 的 条 件 是 什么 ? 求 相 容 时 的 截断 误差 , 并 与 (1) 中 的 
截断 误差 阶 比较 , 说 明 哪 一 种 选 代 格式 收 伊 得 更 快 ? 
6. 考虑 Poisson 方程 第 一 边 值 问题 


Hr” By 


a 2 
+ f(z), (FY) EN= (0,1) x (0,1) 
utr, Y) = g(x, Y), (2， 切 € ON 


其 中 99 表示 中 的 边界 , 其 羔 形 5 点 差分 格式 是 


Ml Uj 0 Witl 2 + i jl ， 
一 二 一 tl = fi;, ， 
2 
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设 好 ;表示 第 n 次 的 已 知 迭 代 值 ,w?* 表示 第 n 二 +1 次 的 未 知 选 代 值 , 构造 如 下 三 
种 迁 代 格 式 
(1) 


wr 二 1 
1 2 ur Uj ~ Zu 十 


一 1,3 ?一 1 . 
A + A = fi 
2 于 1 n+1 十 1 
性 
Ui du + up 让 十 Wil 一 du 十 人 一 1 疡 
A A = 
(3) 
UR 一 了 本 ;7 + nt i 上 W411 一 Par ;十 wp 1 
A A = fi 
] ~ Th 
= + wi ~ wy) 


(a) 说 明 上 面 三 种 选 代 格 式 分 别 就 是 Jacobi 近代 法, G-3 夺 代 法 和 SOR 逐次 超 
松弛 迷 代 法 ， 

(b) 将 x 作为 时 间 指 标 全 二 nA 记 uF; = uAr, jAy, nAND. 用 Von Neumann 
方法 推导 这 三 种 迭代 方法 的 稳定 性 条 件 . 


本 章 介绍 抛物 型 方程 的 差分 方法 . 首先 讨论 常 系数 扩散 方程 的 一 些 典 型 的 差分 
格式 及 相应 的 稳定 性 分 析 , 然后 讨论 变 系 数 及 非 线性 抛物 型 方程 的 差分 方法 ,最 后 
讨论 高 维 抛 物 型 方程 及 抛物 型 方程 组 的 差分 方法 . 


86.1 一 维 常 系数 扩散 方程 


考虑 一 维 常 系数 扩散 方程 

2 TER, £1>0 (6.1.1} 

这 里 a 为 正常 数 . 设 时 间 t 的 步 长 为 At 空间 z 的 步 长 为 hh 记 wlz,t4) = (jh kA. 
下 面 椎 导 一 些 典 型 的 差分 格式 . 


86.1.1 向 前 和 向 后 差分 格式 


向 前 差分 格式 为 
EI 
0 1 0 (6.1.2) 
截断 误差 为 O{At + 有 2), 其 增长 因子 为 
OAt,o) = 1 ~ 4ar sin’ ~ (6.1.3) 


其 中 = 们 . 如 果 ar 所 示 ， 则 |GtaAt cjl 系 1, 即 von Neumann 条 件 满 足 由 
于 (6.1.2) 式 是 羊 层 格式 , 所 以 向 前 差分 格式 的 稳定 性 条 件 是 ar < 寺 . 
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问 后 差分 格式 为 
us 一 ut! Wil 一 2 十 1 
2 A 0 村 一 站 [6.1.4) 
截断 误差 为 O(At 上 2), 其 增长 因子 为 
G(At.0) = 上 (6.1.5) 


-20h 
1 + er Bin 上 


出 于 ae > 0, 押 以 对 任何 网 格 比 x, 都 有 GLAt,o)| < 工 该 格式 无 条 件 稳定 .向 前 和 向 
后 差分 格式 都 是 时 间 -- 阶 精度 、 空 间 二 阶 精 度 的 两 层 格式 . 向 前 格式 是 显 式 ,向 后 格 
式 是 隐 式 ， 


86.1.3 加 权 隐 式 格 式 


该 格式 是 向 前 显 式 格式 
| x_i- kl 
了 证 Sl 0 (6.1.6) 
和 向 启 隐 式 格式 i A 
i (6.17) 
的 加 权 组 合 
uk tl 2 2 uit 一 
四 +1 -1 +tl 1 
A 一 op 一 一 十 妈 1 一 一 一 7 2 (6.1.8) 
或 tl 
2 A 一 = 29 十 如 (一 J ut! [6.1.9) 
其 中 0< 8&1 是 权 系数 , 称 (6.1.8) 为 加 权 跟 式 格式 , 结 点 分 布 如 图 6.1. 
4 
点 一 1 
1 了 j+1 


疼 5.1 差分 格式 结 点 示意 图 


设 az 加 是 方程 (6.1.1)} 的 充分 光滑 解 , 将 (6.1.8) 式 在 (zi ,tj) 处 作 Taylor 级 
数 展开 , 并 化 简 得 截断 误差 


下 


一 al3 — At Ee Baa 


| 十 OAE 十 加 (6.1.10) 
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由 此 可 看 出 , 当 6 天 寺 时 , 截断 误差 为 DAt+ zz); 当日 = | 5 时 , 截断 误差 为 O(At?++ 
jr). 称 9 一 上 时 的 差分 格式 


Wu _ 2 1 E+1 x 

3 A 2 = p62 (ui + vi) (6.1.11) 
为 Crank-Nicolson 格式 或 CN 格式 , 这 是 -一个 二 阶 精度 格式 . 当日 = 1, 即 向 后 差 
分 格式 , 涩 8 二 0 时, 央 向 前 差分 格式 ， 


用 Fourier 方法 分 析 (6.1.8) 的 稳定 性 , 求 得 其 增长 因子 为 


1 — 4(1 — arsin’ gh 


G(At,o) = (6.1.12) 
( 1 + 40ar sin? oh 
由 |G(At,o)| < 1, 得 ， 
1 — A(l — Pjar sin? 经 
< 1 -Oorsin 7 &1 (6.1.13) 


1 + 40ar sin? 2 


经 计算 , 右边 不 等 式 对 r 这 0 总 成 立 , 左边 不 等 式 要 求 2arfl - 28) < 1, 因此 加 权 隐 
式 格式 的 稳定 性 条 件 为 ， 


。 1 1 
0 < 0 < 5N, r < Fra (6.1.14) 
当当 9 < 1 时 ， 无 条 件 稳定 


所 以 向 后 差分 格式 和 Crank-Nicolson 格式 是 无 条 件 稳定 的 , 而 向 前 差分 格式 的 稳定 
性 条 件 为 ar < 让 


$6.1.3 三 层 显 式 格式 
前 看 已 经 证 明 二 阶 精 度 的 Richardson 格式 , 即 


| 1 在 
Uy CO 1 十 2 加 
一 一 一 卫 一 1 (6.1.15) 
是 不 稳定 的 格式 , 1953 年 , Du Fort 和 Frankel 对 Richardson 格式 进行 了 如 下 修正 
Wy a +1 (+ + 只 1 =0 (6.1.16) 
DA h? 


即 用 w+ 十 wy 代替 了 Richardson 格式 中 的 2 由， 差分 格式 (6.1.16) 称 Du Fort- 
Frankel 格式 ， 但 该 格式 与 微分 方程 (6.1.1) 是 条 件 相 容 的 . 因 (6.1.16) 式 的 截断 误 
差 为 
ul(Ty, te t+ AE) — wz, ti — Ai A + ,tie) — fri, te t+ A + u(x; — h, ty) 
2A+ h2 


丰 2 1] 大 2 
一 | 到 一 总 [ 苔 | +a( 生 ) [到 | + OA +AR)I+O (各 ) (6.1.17) 
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相 容 性 要 求 当 At 一 0 时 , 有 能 一 0, 即 差 分 方程 (6.1.16) 与 微分 方程 相 容 的 充 
要 条 件 是 At 趋 于 0 的 速度 要 比 h 趋 于 0 的 速度 快 . 如 果 人 为 常数 c, 则 差分 格 
式 (6.1.16) 与 双 曲 型 方程 


站 
二 ac =0 (6.1.18) 


du 2 
"dr? 
相 容 . 
例 1 分 析 Du Fort-Frankel 榜 式 的 稳定 性 . 
解 ”将 三 层 格式 (6.1.16) 化 成 与 其 等 价 的 二 层 差 分 格式 


| {] 十 2ar}ujt! = (1 一 2ar)t 十 2ar(a#i1 十 up) (6.1.19) 


1 二 
on = 


其 中 + 一 2 今 = fu,ylT, 则 上 面 的 方程 组 写 可 成 


1 十 2ar 0| pil 2ar DOD| 2 0 1 一 2orl |, |2ar 0 
; ”一 电 7 3 十 所 了 十 人; 
| 0 I EE oj 0 | |o ol 


令 t= vreioA( 其 中 训 二 一 1) 代 人 上 式 , 得 增长 矩阵 


一 De co h 1— 
G(At 四 = 1+2ar 0 darcosrh 1— 2ar _ < 于 于 名 
0 1 1 0 1 日 
(6.1.21) 
其 中 a = 2ar. GLAt,o) 的 特征 方程 为 
2 20 ll—a 加 1 
此 (em AT 一 {6.1,22) 


根据 定理 1.5.2 知 , 特征 方程 (6.1.22) 的 两 个 根 jp1,p2 满足 Ip;| < 1(i = 1,2), 所 
以 von Neumann 条 性 满足 . 其 根 的 表达 式 为 
Gcosoh+t vl ~ osin oh 


H1,2 一 a (6.1.23) 


分 两 种 情况 讨论 : 

( 重 根 , pi = p2 = =- posh 此 时 有 | < 10 = 1,2). 

(2) 两 根 互 异 , 此 时 有 | & 1 = 1,2). 

不 论 哪 种 情况 , 都 能 使 von Neumann 条 件 成 为 充 要 条 件 ， 因此 ， Du Fort-Frankel 
格式 是 无 条 件 稳定 的 . 


8.1 一 维 常 系数 扩散 方程 ,239 ， 
86.1.4 三 层 隆 式 格式 


Richardson 和 Du Fort-Frankel 格式 都 是 三 层 显 格式 , 现在 讨论 三 层 隐 式 格式 
第 一 个 格式 是 


3 一 =0 {6.1.24) 


其 截断 误差 为 OLAt? + h?). 事实 上 , (6.1.24) 式 在 鞋 方向 加 权 为 号 和 -去 该 格式 无 
条 件 稳定 . 


另 一 方面 ,可 以 将 CN 格式 (6.1.11) 的 二 个 时 阳 层 推广 到 三 个 时 间 层 , 所 得 的 隐 
式 格式 为 


ut! _ kl ] 


pap -asks (ds wrt + Ou + ui )=0 (6.1.25) 


其 截断 误差 为 O(At? 二 有), 分 析 (6.1.25} 的 截断 误差 , 得 到 如 下 误差 阶 更 高 的 公式 


ttl _ ak—lI a 
tl tk 2 — 2 k+l 2 kr-1 
2At 3 (deus dru 十 Got ) (和 -6u7 ) (6.1.26) 


该 格式 的 截断 误差 为 O{At? + ,其 结 点 分 布 如 图 6.2 所 示 . 


点 十 | 
下 
上 一 ] 

jl J ij+1 
图 6.2 结 点 分 布 示 意图 
为 讨论 稳定 性 , 将 误差 格式 (6.1.25) 写成 如 下 形式 
1 2 $2 R41 2 6d21r 2 2 此 一 1 
一 er 和 1 = srdzuy + (1 十 可 ar Uy (6.1.27) 


开 将 其 化 为 等 价 的 两 层 差分 格式 


”2 2 2 
1 一 二 ar82 |utti— = Bu + (1 ard? | ur 
{ 3 :) i ey WE (6.1.28) 
vetl 


ee 
到 也 
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求 得 (6.1.28) 式 的 增长 矩阵 是 


8 20h 8 ,aoh | 8 ,a0h 
{At,o) = l + 307 sin py 0 a7 Sin 5 1 3 sin 3 
0 1 0 
_ a ] 一 让 
1 0 


其 中 a = dar sin2 2 G 的 特征 方程 是 


下 一 一 一 一 三 0 (6.1.30) 


利用 定理 1.5.2, 有 juij < 1(i = 1,2), 从 而 差分 格式 (6.1.25) 是 无 条 件 稳定 的 . 
§6.1.5 跳 点 格式 
首先 将 网 格 点 (7, 局 按照 二 了 = 偶数 和 奇数 分 成 两 组 网 格 点 , 即 偶数 网 格 点 和 


育 数 网 格 点 , 从 而 形成 两 套 相交 错 的 菱形 网 格 . 跳 点 法 基 在 这 两 套 网 格 上 分 别 进行 
的 . 当 由 如 时 刻 的 值 求 下 一 时 刻 +1 的 值 时 , 先 在 侦 数 网 格 点 上 用 显 式 格式 


Ul 
2 1 3 ; 
A a 0， 当 k 十 1 十 j= 偶数 (6.1.31) 
求 得 t+1 时 刻 的 值 , 然后 在 奇数 网 格 点 上 用 隐 式 格式 
tl -了 1 并 十 二 ooktl 十 t+ 
0 当 k 十 1 十 j= 奇数 [6.1.32) 


计算 wt1。 这 时 奇 点 w+l 的 左右 邻 点 wt} 和 由 4 都 是 手数 点 , 已 求 出 , 所 
以 [6.1.32) 式 实际 上 是 显 式 格式 . 


人 偶数 点 XX 奇数 点 


图 6.3 跑 点 格式 的 结 点 分 布 示意 图 
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下 面 考察 格式 (6.1.31) 和 (6.1.32) 的 精度 及 稳定 性 , 当 用 (6.1.32) 式 算出 奇数 网 
格 点 上 的 1! 时 , 由 于 上 十 2 十 六 必 为 偶数 , 因此 用 格式 (6.1.31) 


k 太 kk 十 1 k+l E+ 
2 0 (6.1.33) 
At h? 
计算 , (6.1.32) 减 夫 (6.1.33) 得 
wt2 = 2uk+i -Mt 当 上 十 2+j 了 = 偶数 (6.1.34) 


由 (6.1.34) 和 (6.1.32) 消去 wt1, 得 


k+l kil ok+2 uk k+l 
i 


At h2 
因此 可 得 出 , 当 上 +; = 偶数 时 , (6.1.35) 式 就 是 Du Front-Frankel 格式 , 因此 跳 点 法 
等 价 于 Du Fort-Frankel 格式 , 所 以 精度 和 稳定 性 同 Du Fort-Frankel 格式 . 

由 于 (6.1.34) 比 (6.1.32) 简单 , 因此 可 用 (6.1.34) 式 来 计算 偶数 网 格 点 上 的 值 ， 
已 知 初 始 值 她, 先 对 有 = 工 的 时 间 层 的 偶数 网 格 点 上 的 值 使 用 显 式 公 式 (6.1.31), 然 
后 算出 奇数 网 格 点 上 的 值 , 该 值 不 保存 , 直接 由 (6.1.34) 算 下 一 时 间 层 的 w**?, 该 值 
保存 后 , 用 于 再 下 一 时 间 层 的 计算 . 因此 跳 点 格式 虽 与 Du Front-Frankel 格式 等 价 ， 
但 节省 存 销 和 计算 其 . 

36.1.6 预测 校正 格式 


二 0， 当 上 上 = 偶数 {6.1.35) 


考虑 将 向 前 显 式 和 向 后 隐 式 结合 . 首先 用 向 前 显 式 格式 (6.1.2) 计算 + 才 上 的 
值 , 然后 再 用 向 后 隐 式 格式 {6.1.4) 计算 + 层 上 的 值 , 这 两 步 过 程 可 分 别 写成 


At/2 “ he 
k+l1 大 十 172 下 十 大 十 1 下 十 工 
一 0 (6.1.37) 
At72 ha 
该 格式 称 为 预测 校正 格式 . 为 分 析 稳 定性 , 将 两 方程 相 加 , 得 
wt 一 区 ay 一 2u7 十 地 -1 2 (8.1.38) 
A 5 ne bh2 加 


该 式 与 CN 格式 (6.1.11) 完全 相同 . 式 (6.1.36) 和 (6,1.37) 的 增长 因子 分 别 为 1 -~ 
2ar sin? 名 和 1 + 2arain? 哇 ， 合成 格式 (6.1.38) 的 总 增长 因子 为 


一 了 
— 2ar sin’ | 1 + 2ar gin? 他 | (6.1.39) 
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上 式 和 CN 格式 的 增长 因子 一 样 。 因此 这 一 组 合格 式 是 无 条 件 稳定 的 ， 误 差 阶 为 


加 (和 十 六 23. 
如 果 先 用 向 后 隐 起 格式 计算 , 再 用 向 前 显 式 略 式 计算 , 则 结果 为 
虎 十 圭 KR 十 1 下 十 1 下 
一 Wt 2 tw .0 (6.1.40) 
UT? kt ti Destl | 
i 区 C 一 二: 总 J = (6.1.42) 
上 两 式 相 加 , 得 合成 格式 
wT wtl ouktl oktl 
Ra 3+ 六 2 0 【6.1.42) 


(6.1.42) 恰好 是 Richardson 显 式 格式 (6.1.15) 中 的 上 标 关 增加 1 Richardson 格式 
是 完全 不 稳定 的 , 但 组 合 后 (6.1.42) 式 的 增长 因子 是 


一 下 
EL — dar sin’ | E + dor sin? | 


因而 是 无 条 件 稳 定 的 , 误差 为 O(At? + hh2). 

由 上 看 出 , 一 种 无 条 件 稳定 的 格式 和 一 种 条 件 稳定 的 格式 组 成 的 预测 一 校正 格 
式 , 其 结果 是 一 种 无 条 侍 稳 定 的 格式 , 而 且 还 能 达到 更 高 的 精度 , 即 从 OUAt + 如 ) 提 
高 到 O(AB + 2). 


86.1.7 不 对 称 格式 


Saul'yev(1964) 曾 介 绍 过 方程 (6.1.1) 的 一 系列 不 对 称 近 似 格 式 , 这 些 格 式 都 是 
无 条 件 稳定 的 显 格式 . 采 骨 如 下 近似 


Bu wt! — wt 


Ou _ i 

— A + OA (6.1.43) 
Dud: Du k 

Ou (次) 和) (2),， + O(h2) (6.1.44) 

Or? h 


也 即 对 名 用 向 前 差分 ,对 先 & = 急 ( 猴 ) 采用 中 心 差分 Saulyev 用 { 
下 
替 Co 于 是 (6.1.44) 式 为 


Cy 
a 
Ei 
二 
证 


Ou _ au 
D2 ( 关 )， 3 ( 句 ), 


= 元 二 (wh 一 路 一 tf) + O(At + 2) (6.1.46) 
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由 (6.1.43) 和 {6.1.46) 式 , 可 得 (6.1.1) 的 差分 格式 


1 oer 
wtl 一 上 6,1.47 
3 Tars + 1 十) ( ) 


这 里 > = 中 其 截断 误差 前 三 项 为 
hu MAPA bh? oy 


At Or 12 Br4 12 Br8 


故 误差 阶 为 0 (A 十 大 + 多) 阶 ， 该 格式 所 用 的 网 格 点 如 图 6.4 所 示 ， 如 边界 
值 直 + 已 知 , 则 由 (6.1.47) 式 可 显 式 地 写 出 ws+1(7 = 1,…) 之 值 , 即 计算 从 左边 界 
开始 逐步 向 右 移动 


1-1,k+l Lk+l | | 有 于] 
了 天 itl,k lk 上 
(a) (hb) 


图 64 计算 结 点 示意 图 


若 在 (64.49 中 用 器) ， 代 营 ( 侨 ) ，， 风 


Or 了 要 
1 Du 
2 (全 - ( 蜂 ),， 
了 一 人 + O(At+ h’) {6.1.48) 
= palsti — wt ) OCAt+ A (6.1.49) 
于 是 得 男 一 个 类 似 的 格式 
] — ear 

tl ~ 一 了 十 1 二 一 + 1) (6.1.50) 


其 截断 误差 前 三 项 为 
六 ALiy ho 


ALBr 1 G7 12 655 
故 误差 阶 为 O {A + 如 十 起 ). 如 果 计算 从 右边 界 向 左边 界 移动 , 则 (6.3.50) 式 也 
是 显 式 格式 . 
如 果 ar 为 常数 且 与 原 方程 相 容 , 则 截断 误差 为 OLAt 十 h2) 阶 . Larkin(1964) 提 
出 了 使 用 Saul'yev 近似 格式 易于 使 用 的 各 种 算法 , 这 些 算法 是 : 
1. 只 使 用 (6.1.47), 在 时 间 方向 上 一 条 线 一 条 线 地 进行 计算 , 在 同一 条 线 上 始终 
从 左 到 右 ， 
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2. 只 使 用 (6.1.50), 在 局 -一 条 线 上 始终 从 右 到 左 进 行 计算 ， 

3. 交替 使 用 (6.1.47) 和 (6.1.50), 在 其 一 条 线 上 使 用 (6.1.47), 在 下 一 条 线 上 使 用 
(6.1.50) 这 时 截断 误差 为 0 (AY+ 避 二 (起) ) 阶 

4. 在 同一 条 直线 上 同时 使 用 (6.1.47) 式 {从 左 到 右 ) 和 (6.1.50) 式 (从 左 到 在 1， 
然后 把 所 得 结果 取 平 均值 作为 结果 , 这 种 取 平 均值 的 方法 可 以 抵消 截断 误差 ， 其 计 
算 过 程 可 以 写成 


1 — ar 
FTL 一 us Kl = ,了 一 1 .1.51 
6 -+ ar dy 1 + uD j= 1 (6.1.51) 
l—ar 
此 二 1 十 kk 二 1 1 加 4.59 
Qi = Tor + 1), j=l JT-1 (6.1.52) 
Prti 十 Q*+1 
天 十 1 . 了 J 
= 一 一 一 一 (6.1.53) 
Barakat 和 Clark(1966) 提 当 保留 前 一 时 刻 中 的 Pk 和 Q4, 结果 得 到 
1—ar 
kl k k+l k ;1]... 加 _ 
已 re? + Tr PtP), j=l ,Tl (6.1.54) 
Qi ”一 t+ Tt +), j= (01.55) 
PART+1 十 上 十 1 
uz! = -了 (6.1.56) 


Lin(1969) 提出 对 ( 颖 )”， 和 ( 狠 ) ,使 用 高 阶 近似 , 所 得 的 差分 格式 为 


2 — Aar ar 

wetl 一 站 监 ‘pak 严 十 1 上 十 1 
2 一 4ar 

k+l 天 | E+1 

所 用 的 网 格 点 如 图 6.5 所 示 ， 
HI j,k+l 大 天 | jt] 
j1 ,不 a lk 了 站 FT 
(3) (by 


图 6.5 差分 格式 结 点 示意 图 


方程 (6.1.57) 和 (6.1.58) 与 Saul'yev 方法 完全 相似 , 不 局 的 是 在 任 一 时 间 上 
都 必须 用 其 他 方法 求 得 第 一 个 点 的 值 , 从 而 也 都 是 显 式 格 式 , 这 两 种 显 式 格式 可 以 
按 Saubyey 格式 那样 任意 组 合 后 再 使 用 . 


386.2 变 系 数 抛 物 者 方程 -25 - 


上 面 每 一 种 格式 和 它们 的 组 合 都 是 无 条 件 稳定 的 . 以 (6.1.47) 式 为 例 , 采用 von 
Nenmann 分 离 变 量 法 , 可 得 其 增长 因子 为 


1 — ar + arei?rt N 
二 -5 6.1.59 
(Ab 1 一 ar 十 Gyre-ich DD ( ) 


(6.1.59) 式 的 分 子 (NI 分 母 (D) 都 是 虚数 , 且 虚 部 相等 , 所 以 如 果 
Re(D)? ~ Re{ NY = 4orfl — cos oh) 30 (6.1.60) 


则 |G(At,o)| 1. 由 于 ar(l - cosoh) > 0 恒 成 立 (a 恒 大 于 0) ,所 以 格式 (6.1.47) 
无 条 件 稳定 ， 

对 格式 (6.1.57), 可 求 得 其 增长 因子 为 
(区 _ 4) 十 所 一 it 十 Seicn 


G(Atm = 
(等 十 3) +4 Ee-2ioh deioh 


(6.1.61) 


可 证 |G(At,o)| & 1, 格式 (6.1.57) 是 无 条 件 稳定 的 , 


86.2 变 系 数 抛物 型 方程 


很 多 物理 问题 要 用 变 系数 的 抛物 型 分 方程 来 描述 ， 当 出 现 变 系数 时 , 处 理 方法 
当 常 系数 大 致 相同 , 下 面 考虑 几 种 不 同 的 情况 . 


1. 第 一 种 形式 py, 六 

就 二 A(z) 3 (6.2.1) 

其 中 a{z) 是 zx 的 苑 数 且 导数 存在 . 易 知 向 前 差分 格式 是 

ut 

2 A 3 -a 次 一 1 -0 【6.2.2) 

精度 为 O(At + 局 ). 该 格式 可 以 推广 到 高 阶 的 形式 , 例如 

Rtl kl l 2 k+l 有 2 大 一] 

二 二 : i (6.2.3) 


精度 是 O(AE + ia) 阶 . 上 式 左边 第 一 项 是 对 ( 铂 ) 的 中 心 差分 近似 , 而 右边 最 后 
一 项 可 等 价 地 写成 


(6.2.4) 


天 _ 
12 2At 1]2 7 ji 


从 而 可 构成 对 空间 的 四 阶 精度 近似 ， 
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2. 第 二 种 形式 3 3 3 
外 加 
京 一 元 (ea 洒 】 (6.2.5) 
奉 a(z) 的 导数 存在 , 则 该 式 等 价 于 
Du B20 alw) at 
+ (6.2.6) 
差分 格式 为 
RAT 下 ka 
过 1 Cai- (6.2.7] 
下 hr{oz) 
。 、 了 全 有 
ut = (1 — 2ayr)uy + ayr(usy — 1) + 5 (up 1) (6.2.8) 
、 2 _ Boa(x 
其 误差 阶 为 0(At + ji2) 这 里 a 一 2 人 
3. 第 三 种 形式 py, 。 
Du 
Br 一 (ve， Ds (6.2.91 
因 
Brt Dr2 afz 交 六 2.10) 
所 以 
Put 1 
i 一 pir et At 十 本 (6.2.11) 
2 
也 
es 
a Ot ar 2 h? 12 1az4 | ， 2.12) 


将 (6.2.11) 代 人 (6.2.12) 式 , 并 对 方程 左 端 离散 , 最 终 可 得 差分 格式 


1 kHI ky ls2 1 k+l Lisa I k 
2 


Bra } 


其 误差 阶 为 DA + h4). 其 中 == 党 - 


86.3 非 线 性 抛物 型 方程 
考虑 如 下 形式 的 非 线性 抛物 型 方程 


日 [a 
6 罗 9 党 = 让 (al 中) (6.3.1) 
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其 中 8(w) > 0, ata) > 0. 可 以 使 用 CN 格式 , 但 最 后 导致 求解 复 灯 的 代数 方程 ， 现 
用 三 层 格 式 


Bus) (uetl 一 et-1) = 2rlafay (as 一 uy) 一 oat 3) (uy — wy_1) {6.3.2) 
其 中 了 = 鲜 . 上 式 左边 是 对 络 的 中 心 差分 近似 , 式 中 的 8(u) 在 中 点 求 值 , 右边 是 
对 呈 的 中 心 差分 . 如 果 分 别 用 下 式 替换 好 t 和 tt_1, 即 

Wit1 = (ut + uf + yr1) 
中 = 了 + 矿 + 中 下 
| 一 了 (好 二 1 十 1 (6,3.3) 
并 令 
中 
ou 3) 一 性 ( 也 | Ol 
上 E 
aay 3) = (生生 ) = Qa 6.3.4) 
则 最 后 得 到 如 下 有 限 差分 格式 

Bu (ut — 1) = TD {oll 0 碟 -!) 

一 2 [ut 一 2 了) 十 (e 一 Wy 1) 十 (wy 一 wy- 71)]} (6.3.5) 


可 以 证 明 上 式 稳定 且 收 化, 而 且 关 于 有 & 十 1 时 间 层 上 的 未 知 数 是 线性 的 . 
下 面 考虑 更 一 般 形式 的 非 线性 偏 微 分 方程 , 即 


Fu du du 
Bt -om (6.3.6) 
可 用 下 式 近似 
utl wt Hy [Fs 1 一 2 十 
了 A 了 Rs 二 kAL jh Wt 了 十 2 0 :) (6.3.7) 


如 果 用 此 +s4 代 雹 邮 , 这 里 et 是 由 于 会 人 误差 或 线性 化 带 来 的 误差, 则 (6.3.7) 可 
写成 

(ez 十 ast!) 一 (十 e7) 

At 
(uh 十 ek ,1) 一 (uf 十 ef_1) 
2 : 
{us 十 eR.1) 一 2(e 十 5 ) 十 (ay _1 十 sy 1 
| 


和 - Ls kk 
FRR 作 [RAt, jh, Ui 二 Ej 


(6.3,8) 
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将 上 式 写成 
k E+1 
(us 一 人 人 十 (ey 一 ey) ps te] 一 ws + 
At 了 了 2 
下 天 玫 
Er E39 一 2 十 1 一 28 十 E47 
2 = 2 2 1 tl 局 3 1 {6.3.9) 
因为 ， 
EF ] 一 EF 一 235， 十 EE . 
at, 2 -, 和 3 -1 (6.3.10) 
与 天 
Wl 一 一 2 十 
相 比 是 小 量 , 所 以 对 {6.3.9) 式 右边 的 # 进行 Taylor 级 数 展开 , 得 到 
人 
At 下 At 
py kh 1 Cy 1 wh 一 2 十 C2 
Tt 2h 
好 k 十 OF ej41 加 <》 1 十 de Eft1 加 2e7 十 sf 1 (和 号 12) 
du a 1 dur cg 2h Ouzz | h2 
其 中 i k 天 
性 一 宇 CO 
QO 一 1 0 = 二 、， 二 有 i {6.3,13) 
由 (6.3.12) 式 减 去 (6.3.7) 式 得 
十 1 天 天 k 天 
ARE ~ 0 to +a 村 (6.3.14) 
其 中 3 
必 Dg db 
Nn = 一 3 1 二 让 党 (6.3.15) 
du a Dur a Dur 
重新 整理 , 得 


六 h? hh 
eastl 一 了 (oe + 2 ) eh 十 LE — 2r (a 一 和 oo) es 十 了 (ae 一 zol ) sy 1 (6.3.16) 


为 保证 (6.3.7) 的 解 稳定 , 要 求 


(6.3.17) 
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Douglas 和 Jones(1963) 曾 用 预测 一 校正 法 求解 非 线 性 偏 微分 方程 , 对 于 一 般 拟 
线性 抛物 型 偏 微 分 方程 ， 
Ou 一 ( TU, 2 区 ) (6.3.18) 


a -和 
其 中 Br > 0, 其 ON 格式 是 
Gut 十 O28t! 
2n2 
志 直 tl 上 十 ur 1 大 
1 (2 1 十 wt Wl ) uy i (6.3.19) 
2 2 2 At | 


该 式 在 十 1 时 刻 上 是 一 组 非 线性 方程 . 可 以 证 明 , 该 烙 式 稳定 且 收 合 , 下 面 的 预测 
一 校正 法 可 以 得 到 线性 方程 


一 凶 (w+ )At, jh 3 十 )， 


观测 {P) 
2 本 
二 如 uti oy ver )At, jh, i, 人 ust -只 | (6.3.20) 
校正 {C) 


t+ (GH = [e+ 二 Ab 入 二 于 着 训 总) 一动 
{6.3.27) 

其 中 mu 为 平均 差分 算 子 , 即 js (uh) = 3 十 3). 克 为 中 心 差分 算 子 , 即 60 = 

2 为 一 阶 中 心 差分 算 子 , 即 忠 刀 = 由 一 2 对 十 内 1 方程 (6.3.21) 所 


用 的 到 十 > 线 上 的 值 由 预测 步 又 (6.3.20) 计算 . 此 格式 收敛, 误差 阶 为 [Aft2 十 有). 
例 1 诺 = 世 (09 名 ), 其 中 alw)=1-b. 


3 [ez 


解 ” 原 方程 可 写成 

Ou D2 Dun? 

i 一 (63 (6.3.22) 
根据 上 面 的 推导 , 可 得 差分 格式 为 (其 中 一色 

Wit 一 = us +r la 一 bu ) lu $1 一 2us 十 1) 一 6 一 和 (6.3.23) 
由 (6.3.17) 式 得 到 稳定 性 条 件 为 
. 1 — he 
h & min Gd {6.3.24) 


1 
< min | 一 5 一 -3 
min ( Tp) pe ) 06.3.25) 
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86.4 对 流 扩 散 方 程 


当 对 流 和 扩散 都 存在 时 , 如 边界 层 流 动 , 就 要 考虑 对 流 扩散 方程 ， 考 虑 Burger 
方程 


Du Du Hu 
当 对 流 和 扩散 相互 平衡 时 , 达到 一 个 稳 态 . 方程 (6.4.1) 满足 边界 条 件 
ul{0,t) = uo (6.4.2) 
u(L,D=0 
的 稳定 精确 解 是 


1 一 eiReL(l 一 时) 


wl) 一 WOU ToiRrt -sy {6.4.3) 
其 中 五 满足 
ia (6.4.4) 
芋 十 1 


其 中 Rer 是 Reynold 数 , 表示 对 流 与 扩散 的 比 , 为 Ror = 归 上 上, 有 下 面 两 种 重要 的 
极限 情形 : 
0 Rp 0, 这 时 二 各 V/ 关 是 高 精 性 流动, 解 是 vtz) = wo (1 全) 
(2) Re 一 oo, 这 时 z 一 1 是非 精 性 流动 , 解 是 


(各 = Wo, OSE<L (6.4.5) 


utL)=0 
下 面 我 们 考虑 一 个 较 简 单 的 线性 Burger 方程 
du Pu du 
EE 
在 该 模型 中 , 速度 c 是 常数 , 相应 的 定常 解 是 
] 一 ee 一 有 ezfl 一 至 } 


1 — eRer 


(6.4.6) 


u(r) = uo {6.4.7) 


其 中 er 一 or. 
86.4.1 FTCS 格式 


Roach(1972) 给 出 了 方程 (6.4.6) 的 时 间 和 户 前 空间 中 心 (FTCS) 的 差分 格式 


kk 十 1 上 下 皮 Kk 
UC Wi — Wil 和 — 2 十 3 
了 Te 了 十 了 一 也 了 十 1 


At 2 天 


(6.4.8) 
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在 G,) 处 的 截断 误差 为 


Bu At /Pu Bu hh2 Oul* 
下 = (器 ) + 全 ( 营 ) +O(AO+o| 末 + 有 有 | + O(h’) 
i ot Br 3 dr j 


了 a 2 
Hu Pa Br] 
~ 站 (站 后 = OFfAt + 6.4.9 
"| | + Wh ) = OAt +t) (6.4.9) 


因此 FTCS 格式 是 一 个 相 容 的 时 间 一 阶 精度 、 空间 二 阶 精度 格式 . 下 面 讨论 稳定 性 ， 
令 ,一 只 1，r 一 55 和 将 形式 解 时 一 9revor 代 人 {6.4.8), 可 求 得 增长 因子 为 


G=1— 2r(l cosoh)— igsinah (6.4.10) 


因此 
Gl =1+[8r? 一 4r 十 (s — dr2)(l + cosanh)l(l — cosoh) {6.4.11) 


若 格 式 稳 定 , 则 对 任意 oh, 1G|?* 1. 于 是 (01) 若 2 一 4r? 0, 则 得 条 件 2r < 1 (2) 
若 s2 一 4r? 之 0, 则 得 条 件 s? < 27. 因此 


si <2rgl {6.4.12) 


Pen 过 


2 
= (6.4.13) 


一 个 好 的 求解 Burger 方程 的 有 限 差 分 格式 是 格式 不 产生 振荡 ， 当 单元 Reynold 数 
满足 


2 & Rep & 【6.4.14) 
时 ,FTCS 格式 产生 振荡 . 
86.4.2 单元 法 


Keller(1970) 对 抛物 型 盐 微 分 方程 引进 了 单元 {Box) 法 , 二 阶 导数 通过 一 个 新 变 
基 的 一 阶 导 数 来 计算 . 考虑 方程 {6.4.6), 将 其 改写 成 一 阶 方程 组 


Bu (6.4.15) 
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然后 在 每 个 单元 (zj-1, 3;) x (tk,tk+1) 内 使 用 四 个 单元 角 点 上 的 值 进行 离散 


皮 十 卜 下 十 ] 天 在 十 夺 a 1 下 ,大 
1 (SY-! 天 1 
2 At t 2 h h 

此 十 了 下 下 上 
a 全 ) (6.4.16) 
2 h h 
点 十 工 K+ 
i 3 wht1) 
hh 


该 格式 是 隐 式 差分 格式 , 且 导 致 一 个 兵 三 对 角 方 程 组 , 可 以 用 块 消 元 法 求解 . 对 该 简 
单 的 模型 方程 , 中 间 变 量 wv 可 以 由 联 立方 程 (6.4.16) 消 掉 , 记 dw; = wtt! 一 几 , 则 导 
致 一 个 气 形式 ” 
( 直 - 计 - 商 ]%% +( 吉 + 和 + (页 -下 - 诡 )% 
4At 4h 2h2 7 2At hh? 4At 4h 2h2 
tl 一 245 + 


虎 下 
证 一 全 可 
一 二 pn i {6.4.17) 


该 格式 与 CN 格式 的 不 同 在 于 时 间 导 数 项 的 系数 . 对 均匀 网 格 , 该 格式 在 时 间 和 空 
间 方 向 上 都 是 二 阶 精度 . 


86.4,3 混合 型 格式 
讨论 无 粘性 Burgers 方程 
2 (人 -4 ea 


的 混合 型 显 式 差分 格式 . 该 格式 的 特点 是 根据 局 部 点 的 特征 方向 进行 离散 
(DD) wt_; > 0, 大 ,> 0( 超 音速 点 ) 


kt 大 到 k 
Wi k 
A 十 37 和 站 = 人 0 (6.4.19} 
> 0 < 0( 激 波 点 ) 
有 二 交 x 大 k k 
Wi 一 i 一 下 下 1 一 
了 了 E 3 3 一 ! 虹 ?十 1 了 - 
AT 下 十 2 和 站 0 【6.4.20) 
(9) 由 < 0 ay > 0( 音 速 点 ) 
k+l 的 丰 目 
LF 一 位 ， 站 一 型 
了 k+l “i+1 1 _ 
A 十 人 Dh 0 {6.4.21) 
(<0, < ID 亚 音速 点 ) 
2 2 
天 十 上 天 k 
2 一 2 — 
-一 -一 一 tw 了 < (6.4.22) 


At h 
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其 中 中 值 取 平均 _ 
1 
EE 寺 直 计 EP 
该 格式 也 易 推广 到 粘性 Burgers 方程 (6.4.6), 只 刻 右 端 项 加 上 一 个 二 阶 中 心 差分 客 
式 . 
下 面 分 析 格 式 的 相 容 性 和 精度 , 设 Ptw) = 此 7 是 通 量 函数 , 格式 (6.4.19) (6.4.20) 
和 (6.4.22) 可 以 写成 守恒 的 偏 微分 方程 形式 . 例如 对 {6.4.20) 式 , 有 


(6.4.23) 


tus Fh Pk) Fh)— Fk 
J 


Wy 了 了 一 1 j+1 
二 z 0 (6.4.24) 
截断 误差 是 
ow AtA2u dF hEF OF ArABF 
kk dd 号 _ 2 
下 = | 党 + 2 | + OMAF)+ 医 35 了 0 
Du dF 
-人 + + OUAE 十 用 (6.4.25) 


在 激流 点 ，(6.4.20) 式 与 偏 微 分 方程 不 相 容 , 但 格式 (6.4.19) 和 {6.4.22) 与 方程 相 容 ， 
精度 为 O(At 二 内). 
对 格式 [6.4.211, 因为 


OA +Ath +h) = O(At+h?) (6.4.26) 


EF=At 3 | + hp” LE 


2 68 dt Or]; I Ors 


显然 , 时 间 是 一 阶 , 空间 是 二 阶 , 然而 , 它 不 守恒 , 但 当 网 格 步 长 趋 于 零 时 , 守恒 误差 
趋 于 零 . 

在 使 用 von Neumann 方法 分 析 稳 定性 之 前 必须 线性 化 , 考虑 包括 格式 (6.4.19) 
和 (6.4.22) 的 激 波 点 格式 (6.4.24), 其 线性 化 略 式 为 


ust! — us 一 & 


友 
Te 
+ 此 十 1 一 1 
和 + (Wi 十) 一 a =0 (6.4.27) 


采用 冻结 系数 法 , 设 。 = 恕 1 十 懂 ,1. 激 波 区 域 的 一 个 重要 特征 是 特征 波 速 wk。， 符 
号 的 改变 , 解释 这 一 特征 的 线性 化 格式 为 


KK 大 


us, uk 
+ct +e™ =0 {6.4.28) 


At 
其 中 全 = 好 >0 和 ce = 好 <0. 现在 ,用 von Neumann 方法 分 析 稳定 性 ， 
将 wf = greioh 代入 ,得 增长 因子 
人 一 1 一 st{1 _ eion) 二 8 (eio* 1) 
=1—(s +31)(l — cosoh)+i(s ! — st)singh (6.4.29) 
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其 中 sf = e+ ( 合 ) >0Q,s = 一 eT ( 伴 ) > 0. 由 于 |GP 1 等 价 于 


{s 1 十 s17)[1 一 (s 1 十 31j 守 0 (6.4.30) 
所 以 稳定 条 件 是 
| (6.4.31) 
世 即 
A 2 {6.4.32) 


i 

了 一 百 林寺 于 
此 财 〈6.4.20) 式 的 稳定 性 条 件 , 由 此 立即 得 {6.4.19) 式 和 (6.4.22) 式 的 稳定 性 条 件 ， 
分 别 为 


At < (6.4.33) 
下 
一 
和 h 
At < —— (6.4.34) 
Wi 
. 万 。 
对 格式 (6.4.21), 记 A = At~it -1 > 0, 可 求 得 增长 因子 为 
1 
G=- Tras! (6.4.35) 


因此 格式 (6.4.21) 是 无 条 件 稳定 的 格式 . 

知 略 式 (6.4.19)~(6.4.22) 中 的 空间 导数 可 用 隐 式 差分 来 代替 , 则 相应 地 得 到 混 
合 型 隐 式 格式 

(1 wf_ > 0,w*,， > 0( 超 音速 点 ) 


了 一 寺 了 十 得 
十 1 ji 友 R41 k+l 
一 LU 
: 六 十 3 a =D (6.4.36) 
(2) 3 > 0D, 2 之 0( 激 波 点 } 
Rl 上 k+l 十 1 忆 十 1 十 1 
i] Ok 
A h + =0 (6.4.37) 
站 天 
(3) Wi < 0， Uy > 0f[ 音 速 点 ) 
十 1 大 RH1 k+l 
虹 一 Wl 一 U2 
一 十 WT =0 (6.4.38) 
(4) 2 < 0， Le < 0( 亚 音速 点 ) 
krl ik E+1 
UU 5 
一 一 二 对 一 -0 (6.4.39) 


可 座 证 明 , 格式 (6.4.36}~ (6.4.39] 是 主 对 角 占 优 的 , 从 而 是 无 条 件 稳定 的 . 
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86.5 二 维 热传导 方程 


现 讨 论 二 维 热传导 方程 


Bu du Eu 
Dt Dr2 2 


的 各 种 差分 格式 , 其 中 中 = {(z, 胃 i < zy < 1}. 显然 , 对 方程 (6.5.1) 还 须 附 加 初始 
条 件 和 边界 条 件 . 为 了 便于 计算 , 将 > 和 gy 方向 上 取 成 等 步 长 ,Ax = Ay =h. 


86.5.1 加 权 差 分 格式 


(2,0) EN {6.5.1) 


显然 ,关于 当 间 和 全 的 显 式 和 隐 式 近似 有 多 种 表 法 式 , 它们 都 可 以 通过 加 权 
隐 式 公式 得 到 . 方程 (6.5.1) 的 加 权 差分 格式 是 


k+l 天 
Wi | kt ooktl WEI 1 人 kk 上 
和 ” 庆 U1, Ui Mi) 7 (U1, i + ti 1,3) 
02 下 十 | 此 十 1 kK 十 1 1 一 所 是 天 
+ (it 一 2 十 2】 十 ha (Uij41 一 2 十 ury_1) (6.5.2) 


其 中 0 页 10g 铝 1. 车 取 站 == 色 二 0, 就 得 显 式 差分 格式 


KR 二 1 ,kk [| 皮 Ek 此 上 
MY (6.5.3) 


其 中 r+ 二 党 易 知 格式 (6.5.3) 的 局 部 截断 误差 为 OUAt+ 和 e), 在 已 知 上 = 0 的 初始 


条 件 下 , 就 可 以 沿 着 t+ 方向 递 推 计算 . 利用 von Neumann 方法 可 以 得 到 格式 (6.5.3) 
的 增长 因子 为 


GG=1—-4 和 4 6 i 十 sin? 3 (6.5.4) 


由 GI < 1 求 得 稳定 性 条 件 为 


1 


1 
"3 (sin2 BE tin 9 < (6.5.6) 
若 不 是 等 步 长 , 则 稳定 性 条 件 变 为 
1 
?i (6.5.6) 
1 1 
?27 + 7) 


格式 (6.5.3) 在 x 一 gy 平面 上 用 到 了 四 个 点 . 增加 网 格 点 数 可 以 放宽 稳定 性 条 件 . 可 
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以 构造 如 下 所 个 点 的 差分 格式 
zt = = wi +r + uk + r26262uk, 


一 十 rt 十 ut 1 十 E41 十 uf) 一 duk, 1) 
十 [Ct 一 Zu jp 十 1 一 2(a 1 了 一 Zuf 了 十 1 避 
十 (ti 1 一 2azi 1 十 wj) (6.5.7) 
其 稳定 性 条 件 为 + < 当 . 截断 误差 仍 为 O(At+j2). 车 取 = 寺 , 则 精度 为 CLAN) 
格式 (6.5.3) 和 (6.5.7) 均 为 显 式 格式 , 但 由 于 都 是 条 件 稳定 , 在 实际 问题 中 很 少 使 用 ， 
下 面 将 Saulyev 和 Du Fort-Frankel 格式 加 以 推广 . 


8$6.5.2 Saul”yev 不 对 称 格式 
二 维 Saul'yev 近似 的 基本 思想 是 对 wz 和 wyy 的 赫 换 , 仿照 (6.1.46) 式 和 (6.5.2) 


式 可 以 得 到 
友 十 1 
i xr i - 一 大 Re - Ue 一 
+ 工人 2 -uk 一 uk i 十 ut 站 十 hz G2 (ht1 1 ~ up 一 ut 十 ut y+1) 
二 (6.5.8) 
显然 当 页 = 9 = 0 时, 上 式 即 是 (6.5.3) 式 , 将 (6.5.8) 式 重新 整理 成 
a = et + attly + (1 — Ou 


7 1 十 (十 总 )r 
十 全 一 的 Ja 和 二 十 人 y+ 一 ( 一 由 一 如一 :) ufy] (6.5.9) 


因为 (6.5.9) 式 右 端 有 ut， 和 ut， 所 以 形式 上 是 隐 式 ， 得 如果 计算 从 风格 空间 
的 左上 角 开 始 并 沿 一 条 线 向 右 推进 , 则 唯一 的 未 知 数 是 几 +!. 因为 二 ,和 ut 


一 1; 和 Wi jy—1 
是 初始 边界 值 , 已 预先 算出 , 所 以 计算 过 程 中 只 1 有 一 个 未 知 数 si 这 是 一 种 显 式 算 
法 . 类 似 地 , 仿照 (6.1.50) 式 和 6.5.24 式 可 以 写 出 ， 
一 Tr os 十 Gaustl; 十 圭一 由 ja 


十 (1 一 Ba 全 .了 十 二 十 4 1 十 1 一 (4-0 一 由 一 + 1 [6.5.10] 


该 格式 是 从 网 格 空间 的 右 下 角 开 始 沿线 向 左 计算 , 也 是 显 式 格式 . 另外 , 与 一 维 情形 
类 似 , 还 可 以 将 (6.5.9) 式 和 (6.5.10) 式 组 合 在 一 起 取 平 均值 . (6.5.9) 式 和 (6.5.10) 式 
的 局 部 截断 误差 为 CO 十 Boh 十 At 十?), 组 合 后 的 稳定 性 条 件 为 

| . 


所 一 -一 一 一 一 一 + 中。 
"< gH (6.5.11) 
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当下 = 和 外 = 和 时， 上 式 变 成 (6.5.5) 式 . 
86.5.3 Du Fort-Frankel 格式 


一 维 Du Fort-Frankel 方法 可 推广 到 二 维 , 首先 写 出 二 维 Richardson 显 式 格式 


人 A a (6.5.12) 
2At 7 hi 
与 一 维 一 样 , 该 格式 是 无 条 件 不 稳定 格式 . 作 如 下 替换 
1 一 uty + wi ) (6.5.13) 
得 
wet = (ub 十 1 十 at 十 uy_1) 十 Tt {6,5.14) 


该 式 是 时 式 格式 , 而 且 无 条 件 稳定 , 截断 误差 阶 为 Of Ai 十 请 十 徐 ) 计算 时 , 需 
要 已 知 商 个 时 间 层 上 的 值 , 其 中 = 0 上 的 值 由 初始 条 件 给 出 ,有 = 1 上 的 值 由 前 
面 其 他 公式 或 + = 二 时 的 (6.5.14) 式 来 计算 , 该 格式 的 优点 是 显 式 日 绝对 稳定 , 但 
若 仿 保持 为 0(1), 则 与 (6.5.14) 式 相 容 的 方程 是 


du 282D2 Fu By 


HAR 677 + Bo (6.5.15) 


而 不 是 (6.5.1) 式 . 
格式 (6.1.54) 和 (6.1.551 也 可 推广 到 二 维 , 为 


站 41,7—1 


点 十 工 民 kK 四 二 _ 点 十 工 忽 十 1 k [9 此 于 内 十 上 
Fy hy Ft Pj — Pi Ty it Ry Ti + hi 


At 加 h2 hn2 ) 
6.5.16 
QF 955 _ QH Qt QE, Qh ~ 0 ~ QF + QF 
Ai h2 h2 
6.5.17 
由 #1 值 由 PA 地! 和 QE+1 的 平均 值 计算 
Pit1 -| pk+l 
Es i, 机 
Wi (6.5.18) 


Pj! 和 Qt 了 ' 均 可 显 式 计算 , 其 中 P*#1 按 从 左 至 右 的 方向 计算 ， Qt1t1 按 从 右 至 左 
的 方向 计算 . 格式 {6.5.16)~(6.5.18) 不 仅 无 条 件 稳 定 , 局 部 截断 误差 阶 为 O(A#2 十 h2)， 
而 且 与 原 方程 相 容 . 
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86.5.4 交替 方向 显 (ADE) 格式 


上 面 我 们 已 经 推导 了 大 部 分 显 式 近似 格式 , 我 们 先 考虑 (6.5.9) 式 和 {6.5.10) 式 ， 
如 果 令 自 = 中 = 并 由 (16.5.11) 式 知 此 时 无 条 件 稳定 ), 但 在 2k 一 2k 十 1 网 格 平面 上 
写 出 (6.5.9) 而 在 2k 十 1 ;2k 十 2 网 格 平面 上 写 出 (6.5.10), 结果 为 


1 — 2r or 


2k+4+1 7 2k+1 Dk+1 2 ak 
Wi 7 TT (uy + 1 + 1 + 1 十 TT or i {6.5.19) 
2842 了 2k42 2， 1 2k41) | 1 — 2r ag+1 
Wj 了 十 or ith + ut + ih + ,1 + ori (6.5.20) 


由 (6.5.19) 式 从 二 维 两 格 的 左下 至 右上 进行 扫描 , 然后 由 (6.5.20) 式 从 右上 至 左下 
进行 扫描 , 其 中 w+! 是 中 国 解 , 两 层 扫 描 后 可 以 直接 算出 ws 号 ， 另 外 ,还 可 以 
由 (6.5.19) 式 从 下 一 外 十 水 计算 , 再 用 (6.5.20) 式 从 天 十 于 -天 十 工 进 行 计算 . 


86.5.5 交替 方向 隐 (ADT 格式 
如 果 在 加 权 差 分 格式 (6.5.2) 中 取 0 = 8 = 吉 , 则 得 到 CN 格式 , 可 以 写成 


(3 (6.5.21) 
其 中 r = 斜 . 该 式 是 二 阶 精度 无 条 件 稳定 的 , 但 需要 求解 一 个 五 对 角 线性 方程 组 
当 n 很 大 时 , 计算 上 不 实用 ， Peacemanm 和 Rachford(1956) 首先 提出 一 种 分 裂 格式 ， 
称 为 PR 格式 . 将 方程 (6.5.21) 两 端 加 上 


7 2 (uk, — tl) 
4 YY ?4 1 
得 到 . 
(30) (T5600) ut = (T+ 70) (T+ 0 ) ut (6.5.22) 
然后 按 下 面 两 步 计 算 
(1 263) uty? = (1 +562) uk, (6.5.23) 
(1- 2] ut = (f+ 762) us (6.5.24) 


即 第 一 步 是 沿 > 方向 利用 Thomas 算法 逐 行 求解 三 对 角 方 程 , 得 到 wt+#, 然后 沿 ? 


?了 3? 


方向 逐 列 求解 三 对 角 方 程 得 到 解 ut!, 由 于 每 步 只 需求 解 一 组 三 对 角 方 程 , 且 两 个 


3 1 


方向 交替 变换 , 故 通称 这 类 格式 为 交替 方向 聊 格 式 . 可 以 验证 , 由 (6.5.23)~({6.5.24) 
消 取 中 间 变 量 ws+# 即 得 (6.5.22). 实际 上 , 将 {6.5.23) 加 上 (6.5.24) 得 


kl 


Wy 


5 (6.5.25) 
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再 将 (6.5.23}) 减 取 (6.5.24) 得 


并 十 二 各 
2uz 一 (二 对 站 一 了 20 一 风 (6.5.26) 


将 (6.5.26) 代 人 (6.5.25) 得 


€ 十 2 (ur 1 二 了 (有 十 62) (ut 十 ub) {6.5.27) 
此 即 (6.5.22) 式 . 
可 用 von Neumann 法 分 析 PR 格式 的 稳定 性 , 其 中 第 一 式 的 放大 因子 为 


1 _2rsin2 O82 
GAt, ol,02) 一 1 (6.5.28) 
1 + 2r gin 二 


第 二 式 的 放大 因子 为 


1 — 2r sin? TL 
Go(At,o1,02) = 2 (6.5.29) 
1 + 2r gin? < 


显然 两 个 因子 都 有 一 个 有 限 的 稳定 界限 , 即 每 个 方程 单独 使 用 时 都 是 条 件 稳定 的 , 但 
组 合 后 的 放大 因子 Gp = Go .Ga 满足 |Gpa| 所 1, 因此 PR 格式 无 条 件 稳 定 的 . 
Douvglas 和 Rachford{1956) 兽 提 出 如 下 的 分 裂 格 式 , 称 为 DR 格式 


(T — rd ut = (T+ r62 uk, (6.5.30) 
Pn 天 十 于 
(su = wy re2t, (6.5.81) 
消去 w+ 得 到 
(IT— ro2)(T — ri2yutt! = (T+ r26262 uk, {6.5.32) 


局 部 截断 误差 为 O{At + 2), 增长 因子 为 


1 + 16r?sin? 2 gin? 2 


Gpr= -2 6.5.33 
° (1 + 4r sin? 2 0 + dr sin? 2 ) 33) 
由 于 |Gpa| 所 1, 所 以 DR 格式 是 无 条 件 稳定 的 . 
卫 6mkomog(1963) 对 CN 格式 提出 如 下 的 计算 步 又 , 称 为 D1 烙 式 
(7 3) (+) (+) (6.5.34) 


入 1 
(7— 502) wu! = ut (6.5.35) 
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对 消去 中 间 变 量 后 的 DR 格式 (6.5.32), 也 可 以 按 五 6akooa 的 方式 分 裂 ， 称 
为 D3 格式 


(T — ré2 yet = (7 + r26282 us, (6.5.36) 
(I ~ ro2) utt! — wht (6.5.37) 

Mitchell 和 Fairweather{1964) 推导 了 一 种 高 精度 的 ADI 格式 , 称 为 ME 格式 
| 一 : ( 一 吕 bt 本 一 E + > (r+ (， +3) wk (6.5.38) 
arm 

该 格式 的 增长 因子 为 

our = (SS EE 
2) sn (Re)+ 1 2 (7 — $8)sin’ ( 舍 ) +1| 


由 于 |GmF| 1 对 所 有 7 成 立 , 故 MF 格式 无 条 件 稳定 , 虽然 MF 格式 中 单个 的 分 
裂 格 式 并 不 与 原 偏 微分 方程 相 容 , 但 消去 中 间 变 量 后 , 得 


工作 一 工 0 1 l\ 52| ttl 
HOI 

1 
-| 人 (+ 全 GB {6.5.41) 


从 而 可 证 明 与 原 方程 相 容 , 局 部 截断 误差 阶 为 OLAE2 + 4), 截断 误差 的 首 项 是 
es) 
10 (++ 中 or Ow 
由 上 式 知 , 若 取 r+ = pt 则 可 使 MF 格式 精确 到 O{At? + 5). 
I6ssoHoB 提 出 一 个 与 MF 格式 等 价 的 分 裂 格 式 , 称 为 D2 格式 


E -3 ; ("- 3) 四 《一 -| (r+ +3) 加 十 > (+- 3) 区 ut (6.5.43) 
EE (6.5.44) 


Douglas(1962) 提出 过 一 种 精确 的 高 阶 方法 , 这 种 方法 可 看 作 是 对 CN 格式 扰动 
的 结果 , 格式 为 


(6.5.40) 


(6.5.42) 


-3 = + + (6.5.45) 
人 一 3 = 让 一 3 (6.5.46) 
-下 (ae Ht) = to) 6.5.47) 
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该 格式 的 截断 误差 为 O{A& 十 如), 而 且 无 条 件 稳定 . 

下 面 讨论 PR 格式 (6.5.23)~(6.5.24) 中 则 变量 的 计算 . 对 第 二 式 (6.5.24), 只 要 
候 定 难 太 和 他 二 的 值 已 知 即 可 , 其 中 ; = 0 和 j = M 表示 边界 点 , 但 在 第 一 
式 (6.5.23) 中 , 必须 给 出 尼 1 和 wt 的 值 . 为 此 将 (6.5.23) 式 减 去 (6.5.24) 式 , 消 
去 地 52utdt 项 , 再 假定 边界 条 件 lon = (zy, 四 , 得 中 间 变 量 的 边界 值 为 

ut > (0 二 5 人 2 wt + ;0 加 0 Wht1, (i) € ON (6.5.48) 


可 以 用 上 臣 来 计算 中 间 变 量 的 边界 值 . 
类 似 地 可 推导 DR 格式 的 中 间 变 量 边界 值 的 计算 公式 , 为 


ut = ro2pty + (1 — re2y)yptt!, (7) e on (6.5.49) 


和 MEF 格式 的 中 间 变 量 边界 值 计 算 公 式 


+ 让 十 当 1 2 一 语 工人 TY ol pri 
iy 二 or rs (r+ §) | + D7 1 ly pi 3 (zy) € ON 


(6.5.50) 
对 Di 、 Da 格式 和 Ds 格式 ,et 的 计算 公式 分 别 为 
= (4 一 a2) Vit, (i,N) ean {6.5.51) 
ut = 1 一 5 ( 一 i) 如 ED (6.5.52) 
ut? = (1 — r62)wtt!, (67) € 60 (6.5.53) 


由 上 可 知 , 中 亲 变 量 的 边界 值 是 通过 天 及 有 +1 时 间 层 上 的 边界 值 来 求 得 的 D1、 D2 
和 D3 格式 确定 中 间 变 量 的 边界 条 件 时 比 其 他 客 式 要 简单 . 当 应 用 ADI 方法 计算 
时 , 每 一 步 都 要 先 算出 中 间 变 量 的 边界 值 , 然后 才 开始 内 结 点 的 计算 . 
上 面 的 所 有 格式 对 > 和 ? 坐标 轨 上 的 矩形 域 严 格 成 立 , 如 果 求 解 的 不 是 矩形 域 ， 
则 分 虱 形 式 的 格式 和 组 合 后 的 格式 不 一 定 等 价 . 然而 , 实际 的 计算 表明 , 即使 在 非 矩 
形 的 情况 下 , ADI 方法 也 能 很 好 地 应 用 . 此 外 , ADI 方法 还 可 以 类 似 地 推广 到 有 混合 
导数 和 具有 变 系 数 的 抛物 型 偏 微 分 方程 对 于 有 源 项 的 抛物 者 方程 如 
Ou Ou tk 
a Br Bi 
也 可 处 理 , 对 应 的 PR 格式 是 


十 St{u,t, x, yy} (6.5.54) 


(1- 6)u i = 二 (1+ < 350) uk 十 二 9 (6.5.55) 


(1 60)ukt! = (Q +5362) wt 二 了 2 (6.5.56) 
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DR 格式 是 
(ru 全 (LTria + roy (6.5.57) 
(1 — ré2)utt! 一 8 uk, (6.5.58) 
如 果 5 是 非 线性 的 , 则 所 得 结果 是 一 组 非 线性 代数 方程 组 , 可 以 将 非 线 性 形式 线性 
化 后 用 迁 代 法 求解 . 
8$6.5.6 局 部 一 维 (LOD) 法 


对 二 维 热传导 方程 (6.5.1), 局 部 一 维 化 (LOD) 法 相当 于 求解 


iu dt 

5 = 序 5， t € [起 ， 丰 +] (6.5.59) 
1 2 1 
2 吏 加 t € [fr+2, K+1] 【6.5.60) 


[6.5.59)~.(6.5.60) 式 都 只 含有 一 个 空间 变量 (x 和 y), 因此 可 用 LOD 方法 来 近似 每 
个 方程 . 如 用 显 式 格式 


开 十 下 芒 沁 下 
1 (6.5.61) 
2 At/2 h? 办 
Rl HR 机 2， 十 和 
1 TU Oyu (6.5.62) 
2 At/2 h2 加 


即 
ut = 二 位 十 re2)ut, 


tt! 二 二 (1 十 ro) (6.5.63) 

其 中 > = 1. 通常 用 无 条 件 稳定 的 CN 格式 近似 (6.5.59)~(6.5.60) 式 , 为 
(1- 52) uf Se (1+ 62 ) te, (6.5.64) 
(3-58) = (1+ 了 的) ued (6.5.65) 


车 碟 和 总 可 以 互 易 ( 即 (z, 切 的 区 域 是 矩形 区 域 ), 则 又 回 到 了 PR. 格式 , 即 (6.5.23) 
~(6.5.24) 式 ， 实际 上 ， 可 以 先 从 PR 格式 出 发 , 通过 交换 有 端 项 (1+5C2) 和 


(1+ 862) 而 得 到 LOD 格式 (6.5.64)~(6,5.65), 该 式 对 应 三 对 角 方程 组 ,有 目 无 条 件 
稳定 , 精度 为 O{At? + h2). 
类 但 地 , 对 应 于 ME 格式 (6.5.38}~{6.5.39), LOD 格式 为 


他 1 1 
E -5 ( _ i) 加 wt 一 [ + (r+ i) 轨 ut (6.5.66) 
1 
ED a Ee 
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同样 , 只 有 当 吕 和 5 可 以 互 易 时 , MF 格式 与 LOD 格式 才 等 价 ， 对 于 矩形 区 域 ， 
LOD 格式 的 中 间 变 量 tt 的 边界 值 可 取 为 


ut ps, (i) € a0 (6.5.68) 


§86.6 三 维 热传导 方程 


考虑 二 维 执 传导 方程 
Bu du Pu Hu 
RB By des’ 
假定 边界 条 忻 为 ul 一 WL, yz,t), 0 为 正方 形 区 域 . 
方 称 (6.6.1) 的 PR 格式 是 (省略 4 的 下 标 ) 


(zy,2) EN, te [07] (8.,6.,1) 


二 
At ee 7 (62 + 十 ak + 20k) (6.6.2) 
合计 人 天 二 要 
一 一 — {62 大 十 得 + 62n 上 二 得 + 62u b+ 要 ] (6.6.3) 
十 qi 由 十 名 2 2 
二 (6.6.4) 


该 格式 是 条 件 稳定 的 . 实际 上 , 上面 三 式 的 增长 因子 分 别 为 


1 
二 一 ~ [a2 十 a) 


Gn 一 
了 21 
1 一 二 (foa 十 aa) 
Gb 一 (6.6.5) 
3"2 
一 有 (al 十 oj 
4 十 EE 
组 合 后 的 增长 因子 为 
[ 一 (oa 十 mu | 一 (oa 十 3] | 一 了 (ol 十 oo)| 
Gp = Ga = 1 I (6.6.6) 
( 十 9) ( 十 ye) ( 十 jj 
其 中 


20 下 
ai 一 4r sin? 人 i = ],2,3 【6.6.7) 
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由 |GpR| 所 1 可 知 , 存在 一 个 有 限 的 稳定 性 界限 . 可 见 , 二 维 无 条 件 稳定 的 PR 格式 
推广 到 三 维 是 条 件 稳 定 的 . 
Douglas 和 Rachiord 提出 的 下 面 三 锥 DR 格式 是 无 条 件 稳定 的 


(re) = tr + ju (6.6.8) 
位 一 8 Ja 一 WiR+ 雪 一 了 {6.6.9) 
[1 一 7 人 Je+T = uht rré2t (6.6.10) 


消去 中 间 变 量 uw*+3 和 wt+3, 得 
(1 —r82)(L 762)(L - r62Jatl — [1 + re6262 二 5262 + 6282) -78626252]juk (6.6.11) 
用 von Neumann 方法 可 得 该 式 的 增长 因子 为 


1 十 Gia2 t+ Aan3 + 9203 十 L10203 
{0 十 Cl 十 Q(t 十 03) 


GpnR = (6.6.12} 


其 中 ; 
ai = 4rsin2 本 ， i = 1,2,3 (6.6.13) 


由 于 |Gpa| 所 4 所 以 三 维 DR 格式 (6.6,8)~(6.6,10) 无 条 件 稳定 . 可 以 证 明 , (6.6.11) 
的 局 部 截断 误差 的 首 项 为 


np 和 1 2,4 2 
Ta7h (t+ 4) 57 he A (6.6.14) 


其 中 算 子 
A- 了 + 了 + (6.6.15) 
dr2 Do2 022 
所 以 该 格式 的 精度 为 DUAL 十 各)， (6.6.8) (6.6.10) 式 的 中 间 变 量 的 边界 值 计算 公式 
为 . 
urt§ (1 62)(1 rr ) (petl 一 Wo) 
ht + (1 76) — yk) 
这 二 1 此 十 二 一 _ 4 上 十 间 一 wtl 更 合理 , 


Douglas 和 Brian(1961) 给 出 了 一 个 精度 更 高 的 格式 ， 是 CN 格式 基础 上 的 修正， 


(6.6.16) 


为 
= Bb 十 4 十 了 ee 十 十 S| (6.6.18) 
2 一 部 Be KR 十 去 十 ur) 十 了 (it 十 Wu) 十 A + 


(6.6.19) 
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上 面 每 个 方程 都 对 应 一 个 三 对 角 方程 , 可 分 别 解 得 we+s, ut+ 和 ak+1. 重新 整理 第 
一 个 方程 , 前 两 个 方程 相 减 , 最 后 两 个 方程 相 加 , 可 得 到 下 面 DB 格式 


@ _ “人 2 8+ 二 1 + (52 十 262 十 253)] ut (6.6.20) 
_ Tp kt 了 和 2 上 十 查 

@ 人 (6.6.21) 
区 下 旦 

0 _ 5 ) wttl 一 一 52 十 t+ (6.6.22) 


消去 wrt 和 w+ 后 得 到 
和 


2 3 
+ (2 十 上 总 02 十 癌 交 ) 一 52 ur [6.6.231 


(6.6.23) 中 的 系数 是 27 点 算 子 , 可 证 明 其 局 部 截断 误差 的 首 项 为 
1 0 Hix 0 
rh (法 四 让 (6.6.24) 
所 以 DB 格式 是 精度 为 OLAR? + 如) 的 格式 , 增长 因子 为 


1 一 《G1 十 Qa 十 a3) 十 【alaa 二 总 1 有 3 十 Q2a3] 十 L10209 


全 一 
1 十 (al 十 了 2 十 a3) 十 (alas 十 如 Ia3 十 C203) 二 Q10203 


(6.6.25) 


由 于 |Gps| < 1 恒 成 立 , 放 DB 格式 是 无 条 件 稳定 的 ， 由 (6.6.17) ~(6.6.19) 式 可 确 
定 中 间 变 量 的 边界 值 公式 为 


ut wet (1+ 到 0 一 352) (PEt pk) (6.6.26) 
wuts = p+ (1 762) (Wt! 一 pr) (6.6.27) 


注意 DB 格式 在 一 维 情形 是 CN 洛 式 ， 在 二 维 情 形 是 PR 格式 , 另外 , 在 (6.6.19) 式 
中 车 wx+s 替换 成 wt+#, 则 将 失去 无 条 件 稳定 性 . 

Fairweather 等 (1967) 曾 提出 一 个 截断 误差 阶 为 O(At2+h4) 的 ADI 格式 , 是 MF 
格式 (6.5.38)~(6.5.39) 的 推广 , 称 为 推广 的 ME 格式 (EMF 格式 ), 其 组 合格 式 为 


[ 一 5 ( 一 i) 四 一 3 ( 一 5 时 一 3 ( 一 i) 中， “+1 (6.6.28) 
一 1 (r+ 3 L + (r+3) | (r+ 3) | (6.6.29) 


其 增长 因子 为 
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上 式 对 所 有 的 > 均 有 Gems| 所 1,， 因此 是 无 条 件 稳 定 的 ， 可 用 分 裂 的 方法 来 计 
算 (6.6.29) 起, 写成 


人 I 三 | ,ntl 1 1 
1 t+ 7 十 于 
1 


1 一 5 (…- 5) 好 | wt 一 [ + (r+ 3) | ak 二 村 
一 5 ( 一 5 中 Uttl 一 LE 十 3 ( + 3) | az 和 (6.6.31) 
格式 {6.6.31) 的 中 间 变 量 的 边界 条 件 可 取 
(0 _ A (6.6.32) 


与 二 维 一 样 , 可 以 导出 若干 三 维 LOD 方法 的 计算 公式 ， 将 原 三 维 抛物 型 方程 
(6.6.1) 写成 三 个 只 包含 一 个 空间 维 数 的 方程 


18u . Bu 
3 Hri 
用 = 9 (6.6.33) 
1 Bu _ By 
36t™ Bs? 


车 对 (6.6.33) 式 中 的 空间 二 阶 导 数 用 二 阶 显 式 中 心 近似 , 时 间 导 数 用 显 式 向 前 
近似 , 则 可 得 显 式 格式 为 


wrt = (1 + re2yut 
t+ 一 (1 十 r62)ukt (6.6.34}) 
Ht = (1 + rd2jutts 
其 中 + = 和 消去 wet 和 wrt, 得 
wt = (1 + r62)(1 + r62) (1 + ro2)ut {6.6.35) 


该 格式 展开 后 涉及 27 个 结 点 , 精度 为 OAt + h?), 稳定 性 条 件 为 + < 二 相应 的 中 
间 变 量 的 边界 条 件 为 


人 十 村 一 t+ 


ht (6.6.36) 


易 知 , (6.6.33) 式 的 CN 格式 为 
Qe 
(1 20) ts (+ (6.6.37) 
Qa) wt = (1 +360) usr 
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车 算 子 互 易 , 则 (6.6.37) 式 的 合成 格式 为 
(1- 62) 136) (1 30) ut = (1+ 350) (1+ 5062) (1+ 762) ut 《6.6.38) 
精度 为 OLA#? + 2), 该 格式 无 条 件 稳定 . 
车 对 (6.6.33} 式 中 的 二 阶 导数 用 隐 式 近似 , 时 间 导 数 用 向 后 隐 式 (BD 格式 


(1 — ré2)urtd = wtt (6.6.39) 


若 算 子 互 易 , 则 可 得 格式 (6.6.39) 的 组 合 形式 为 
(1 — re2)( ~— r62)(1 一 02)uE+1 ~ wt {6,6.40) 


精度 为 QCAt + 有 12) 阶 , 增长 因子 为 
1 


CT ral tol tas 549 
其 中 
i 一 4 sin? 2 i = 1,2,3 (6.6.42) 
因 塌 格式 (6.6.39) 无 条 件 稳 定 . 
86.7 算 子 形式 的 热传导 方程 
考虑 算 子 形式 的 热传导 方程 ， 
Qu 
Ht + AL=f, 2,t) enx 0,T 
各 =g, EN (7D) 
其 中 4 > 0, w, fg 均 充 分 光滑 ， 
86.7.1 CN 格式 
易 知 , 方程 (6.7.1) 的 CN 格式 为 
kk 十 1 ur KK 十 1 ue 
< A A = ft, wg (6.7.2) 


其 中 差分 算 子 A* 表示 4 的 差分 近似 ,A* = 4ft+ 雪 (6.7.2) 式 是 一 个 二 阶 精 度 格 
式 . 设 (4ju 刘 关 0 先 讨 论 f= 0 的 情形 , 这 时 (6.7.2) 式 可 写成 


内 -1 
tk+1 一 (: 十 守信) ( 一 全 4 wr (6.7.3) 
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记 算 子 ， 
_ At YY _ At jk 
(全 (: 让 
则 由 Kellogg 引 理 1.4.2 知 


Tg1 

故 
et & TE tt g lh 7 & Nd) = llgll 
这 说 明 格 式 (6.7.2) 在 f 关 0 时 稳定 . 
若 了 关 0, 则 (6.7.2) 可 写成 
utl = Thut At € + 学 人 I 

由 引 理 1.4.1 知 | 

At YT 

《 十 可 和 ) 之 1 

故 


(6.7.4) 


(6.7.5) 


[6.7.6) 


(6.7.7) 


(6.7.8) 


Kk 
et Net + AdFSH < he A + A < 1 < gl + At DSI 


记 | = max 1#*||, 并 注意 到 kAt < 工 , 则 得 


eat] & lgll + EAHA < lgll + TH 


并 二 日 


(6.7.9) 


(8.7.10) 


其 中 工 为 求解 时 间 区 间 的 上 界 , 即 1 & 四 ,到 ,上 式 给 出 了 解 的 估计 , 它 表明 格式 


(6.7.2)~ {6.7.3) 关于 初始 条 件 及 右 端 均 稳定 . 
86.7.2 ON 分 裂 格式 及 御 环 对 称 分 裂 格式 


很 多 情况 下 算 子 4 可 分 裂 成 更 多 个 算 子 分 量 , 一 般 有 


4=》 A (6.7.11) 
=-] 
其 中 4 之 1 一 1 2 1 记 
先 讨论 j=0 的 情况 .CN 分 型 格式 为 
十 守 一 1 二 二 十 访 十 ut 十 二 o 
At 4 2 二 人 区 二 由 2 一 12 0 k=0,1,2,... 
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其 中 
4 = 4iftkti) 或 外 = [A i ) As (ttt) (6.7.13) 


该 格式 由 mm 个 CN 格式 组 成 , 第 i 个 格式 在 |k+ 南 ,上 + 二 寺 1+| 上 计算 . 为 考虑 格 
式 的 稳定 性 , 消去 中 间 变 量 后 写成 显 式 形式 


1 
urtl = IT (r+ 全 2) (1- 全 (6.7.14) 


+ 二 TT 


应 用 Kellogg 引 理 1.4.2 得 
ett & [let a .gl (6.7.15) 


即 略 式 (6.7.12) 关于 初始 条 件 绝 对 稳定 . 
现 考虑 通 近 阶 , 设 


和 4 <1, i=1,2,.…,m {6.7.16) 
则 利用 展开 式 
(1 + 全 全 = 了 - 全 让 二 + (4) 二 (6.7.17) 
有 
( 十 学 4 ( 一 全 全) =1— AtAt+ ty + OAtS) {6.7.18) 


其 中 A* == 过 4， (4k]2 = (人 4 车 4 人 = 12… ,m) 彼此 均 可 交换 , 则 有 


1 1 
At 2 
II € + 全 公 ] ( 一 全 二) 一 了 一 At 4 十 At) + OAB) (6.7.19 


站 一 条 1 


将 该 式 及 urtl 与 在 +t= 如 处 的 Taylor 展开 式 代 人 (6.3.24) 式 ， 得 


Bee 大， 大 2 
(如 ) 十 dkauk+ 志 十 OAt) =0 (6.7.20) 


所 以 这 时 格式 (6.7.12) 为 二 阶 允 近 , 但 当 At 不 可 交换 时 , 只 为 一 阶 近 和 似 . 
可 以 构造 二 阶 循 环 对 称 分 和 裂 格式 全 二 1,3,5) 
当 te | 此 -1, 友 ] 时 


LE 主 一 工 i i 
4 二 着 一 1 k+l .| 1 十 tt 一 1 
A " 2 
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当 te [tt, 丰 +1] 时 


ETI 一 于 wk+1 一 寺 起 二 1 一 于 十 U6 十 1 一 去 


A 一 了 =0, i=mim—1,... 【6.7.22) 
其 中 A = A;( 太 ). {6.7.21)~(6.7.21) 式 可 以 化 成 
] 一 二 
+ A 

[i 一 ”用友 下 一 1 0 一 .7 

i = I (7+ 鲍 分) ( dE ， WU =9g (8.7,23) 
加 At AN At 

k+l or AK Atlur .了 . 

wn A) (7) (e720 


由 上 商 式 消去 wx 得 


a Tr an) fr Mas) TT ts) fy At iar en 
名 -Jr 全 他 (4 人 ) (+ 全 从) ( A ) 

{6.7.25) 

利用 Kellogg 引 理 1.4.2 知 , 上 式 右 映 w*-! 前 的 算 子 范 数 不 大 于 1, 从 而 有 


eg he & Het g lgl) 


所 以 二 循环 对 称 分 裂 格式 绝对 稳定 , 若 学 ||At|| < 1 = 42,… ,m), 则 由 (6.7.25) 


式 有 
nC) (人 jw 
-Gs) (| 


再 进一步 化 解 可 得 
(T+AAtl = (TT ~ AAK)u*-! 
也 即 
wtl _ wk—1l t+1 十 uk—1 
oA 
所 以 二 阶 循环 对 称 分 型 格式 等 价 于 区 间 [~-1,tt+1] 上 的 CN 格式 , 具有 同 阶 (二 阶 ) 
精度 , 但 CN 格式 不 要 求 4£(i = 1 ,rm 可 交换 . 
对 了 = 0 的 情形 ， 6arormoa 提出 了 另 一 个 不 同 的 二 阶 循环 分 型 算法 (k = 
D, 1 ,2， a ) 
当 +E€ [tt] 


wt 


A + ARuttht =0, y=g -12 一 1 {6.7.26) 
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当 te lt |] 时 
w+ w+ 声 ! 
At/2 


其 中 A* = fts+ 引 ) 该 格式 在 te ,ze+ 直 时 间 内 为 显 式 格式 , 在 # € | 二 ， 克 1] 
内 为 隐 式 . 实际 上 , 由 (6.7.26) 式 消去 中 间 变 量 得 前 半 步 的 显 格式 


+t AB, ttm 一 0 了 一 人 十 1 十 22m (6.7.27) 


ukt 一 IIe- 人 A) ， US=09 (6,7.28) 


t= 


由 {6.7.27) 式 消 去 中 间 变 量 得 后 半 步 的 显 格式 


了 1 
utl 一 [I € 十 学 今 ) utts ug (6,7.29) 
+=1 
故 整 个 格式 可 写成 
At AN 下 
w+rl= 工 [ (全 省 ) [I ( -全 全 他 w= g, k=0,1,2,... (6.7.30) 
3=1 i= 


类 似 地 , 若 仿 1 < 1 = 2,.… ,mm), 则 格式 (6.7.26)~(6.7.27) 关于 t 是 二 阶 精 
度 , 车 At(i=1,2,.… ,m) 彼此 可 交换 则 绝对 稳定 . 

当 了 关 0 时 ， 格式 (6.7.21)~(6.7.22) 变 成 (kK = 1,3,5,...】 

当 te [t,t*] 时 


K 十 三 一 1 ll 天 十 二 一 1 天 十 这 二 一 1 
呈 一 由 Tt TT 十 起 Tr , 
TA 4 一 0 Pp" = 9, i=1,2,...,m—1 
(8.7.31} 
上 击 站 上 一直 
EA 全 A Pe (6.7.32) 
at 
当 +tel,tt+1] 时 
十 寺 一 4 + 去 十 kt 入 
2 A rk ek .7.33 
A 十 A 3 f 7 mf (6.7.33) 


kt 一声- q+1 一 鞠 ART 元 十 WR+1 一 记 

At 1 

其 中 A = A;{t), J* = 此 ). (6.7.31)~(6.7.34) 式 也 即将 (6.7.21)~(6.7.22) 式 中 第 一 

组 格式 中 的 最 后 一 个 及 第 二 组 格式 中 的 第 一 个 式 子 作 了 变换 , 格式 (6.7.31) 必 (6.7.34] 
具有 二 阶 精度 , 且 绝 对 稳定 , 可 用 下面 的 步骤 来 计算 (k = 1,3,5,.…) 


=0, i=m-b,l (6.7.34) 
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| 1 
( 十 2 tk 证 一 ( 一 汪 必 ) VE， 一 g (6.7.35) 
2. 
| ( 十 党 候 ) uw 一 ( 一 学 心 ) wt- 趟 十 At ( + 字 当 | f° (6.7.36) 
3. 
| ( 十 全 多 】 十 击 二 ( — 他 的] (Cu 二 A {6.7.37) 
4. A 
{7+ 学 从) utl- i ~ ( 一 合作 ) 上 1 一 元 
| i=m—1m—2,...,1 (6.7.38) 


特别 地 , 对 4 分 裂 成 两 个 算 子 的 特殊 情况 , 即 4 = 41 + 42, 二 阶 循环 对 称 分 裂 
格式 为 (大 一 1,3,5, “" ') 
| 当 te [此 -起 ] 时 


wl Rk- 和 ak-l 
A + 人 一 =0, w=9 (6.7.39) 
WR 一 Y 丰 各 wk 十 ut ， At 
2 + t+ (6.7.40) 
当 tE [此 ,t+ 时 
二 这 了 二 要 | tk At 
A + (6.7.41) 
Kt 十 要 1 十 wR 十 夫 
A 1—— = (6.7.42) 
其 中 此 = 4i(G)t = 1,2). 计算 步骤 如 下 : 
1. 
At _ At 
€ 十 学 全 uk 一 (7- 学 他) ur i, ug (6.7.43) 
2. 
[4 A) ko At A RY pk 
+ = 【1- 了 人 jw +At(I+ 二 人 ]f (6.7.44) 
3. 


At 1 
( 十 写作 | utd 一 @ — 字 全 ) (十 和 六) (6.7.45) 
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上 二 让 Ke 十 1 tt RE n+ 吉 
T+ 本 四 ja 一 4 (6.7.46) 


练习 
1. 证 明 近 似 方程 矢 半 4 4 + 了 的 Hermite 差分 格式 


1 性 十 Ti 工 了 ， 天 十 入 1 Tt 十 1 1 衬 邮 
(je sr tu) + $At | + +t) 
对 固定 的 = = 全 的 截断 误差 阶 为 (Af?). 
2. 推导 极 坐 标 下 混合 问题 


则 = 洛 5 保 )+ 十 绒 二 Flm9,1) OSrgelL0g0<2,t>0 
ull,0,t) =g(0,t), 0g0<2n,t>0 
ur 0= fr0, OrealLO0SO 2n 
的 CN 格式 . 
3. 证 明 一 维 PR 格式 

) or = (1+ 二名 十 3 
Ti 9 1 十 间 Ei 
中 一 各) = 1+ 本 吕 二 宪 交 ) 
十 


全 TT TT 兰 
@ 一 也 扣 ] az 二 一 一 G 十 总 代 十 wa) wy "+8 


上 
十 于 
天 


是 条 件 稳定 的 , 精度 为 O(At + Az2 + A 十 AAz?)， 其 中 rz = -， r, = 人 5， 
At 


~ Az 、 
4. 对 一 维 热 传 当初 边 值 问题 


Ts 


du _ Hr 

= preT 0 和 Fl 
iE, 0 = sinnr, 0 
u(0,t) = ul,t) =0, 


验证 用 分 量变 量 法 可 得 方程 的 解析 解 为 w(x,ty = er sinrz. 取 Ax 一 0.1,r 一 0.1 
用 显 式 格式 数值 求解 , 检验 数值 解 的 精度 . 
5, 对 均匀 绝热 杆 中 的 温度 变化 问题 


- Hu 
Da O&Aal 
党 =- Br 7 


ur0=1, Orel 
OH 一 4， 站， t 安 0 
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用 分 量变 量 法 验证 解析 解 为 
4 二 1 pa 
zt, 让 一 一 nt sin(2n 十 1 nx 
元 之 Qn+ i) “ 


并 取 Az = 0.1,r = 0.1, 分 别 用 显 式 格式 和 隐 式 格式 求解 , 比较 数值 解 的 精度 . 
6. 试 选择 扩散 方程 差分 格式 


Wj U1 

A 去 

中 的 9 使 截断 误差 为 O{At? + 有. ， 
7, 用 有 限 体积 法 推导 一 维 热传导 方程 器 = 纺 和 的 CN 格式 ， 
8. 构造 二 维 扩散 方程 | 


Boswil + (1 — Out 


的 Du Fort-Frankel 格式 , 并 讨论 其 稳定 性 . 


第 七 章 ” 双 曲 型 方程 


双 曲 型 偏 微分 方程 可 以 用 来 模拟 很 多 物理 现象 , 如 波 的 传播 , 弦 的 振动 , 空气 动 
力学 流动 . 本 章 讨 论 双 曲 型 方程 的 差分 方程 . 我 们 先 考虑 线性 对 流 或 输 运 方程 的 差 
分 格式 , 然后 讨论 双 曲 型 方程 组 和 多 维 双 旧型 方程 的 差分 格式 ， 


87.1 线性 对 流 方 程 


考虑 最 简单 的 双 曲 型 偏 微分 方程 


Du du 
Fr +a 0 (7.1.1) 


其 中 a #0 为 常数 , 该 方程 有 多 种 差分 近似 方法 , 例如 对 终 和 绢 都 用 中 心 差分 ， 
或 者 对 僚 用 向 后 差分 , 而 对 织 用 中 心 差分 , 等 等 , 可 组 合成 多 种 差分 格式 . 


7.1.1 迎风 格式 
首先 容易 建立 如 下 三 种 差分 格式 : 


左 偶 心 格式 则 
Um — Um Uh Um 
A 十 站 本 二 说 (7.1.2) 
石 偏心 格式 可 
Um Uy Ut1 Um 
A 十 误 站 =D (7.1.3) 
中 心 差分 格式 1 
Co 
A 十 op 0 {7.1.4) 
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eda OA 十 有 站, 第 三 个 格式 为 D(At + 2). 显然 这 三 个 格式 
应 的 微分 方程 胡 容 , 也 即 当 At, hh 一 0 时 , 差分 方程 (7.1.2)~(7.1.4) 分别 逼近 微 
分 和 {7.1.1). 差分 格式 (7.1.2)~(7.1.3) 通常 称 为 迎风 格式 . 后 面 将 看 到 , 迎风 格式 
与 特征 线 的 走向 有 关 . 
于 面 用 von Neumann 稳定 性 方法 分 析 迎 风格 式 (7.1.2)~{7.1.4) 的 稳定 性 . 令 
un = ve = vreiomk( 其 中 i= Vy 二 1 og 为 实数 ), 分 别 代 入 {7.1.2)~{7.1.4) 式 中 , 得 
到 三 种 格式 的 增长 因子 分 别 为 (> = 绷 ) 


左 偏心 格式 
Gi(At,o) = are i 二 (1 一 ar] {7.1.5) 
右 偏 心 格式 
GoalAt,o) = (1 + ar) — oreion (7.1.6) 
中 心 差分 格式 
Gs{At,o0) = 1 —iarsinoh {7.1.7) 


对 左 偏心 格式 , 由 1G1(At,a)|? < 1, 即 要 求 ar(1 - arjsin2 驶 > 0 得 稳定 性 条 
件 为 a>0, 且 a 合 | 

对 右 偶 心 格 式 , 由 |GafAtai 近 1 即 要 求 arfl + arysin2 党 所 0 得 稳定 性 条 
件 为 e<0, 且 El 人 <1 

对 中 心 差分 格式 csfAt ojP 二 1 十 a272 sin2 oh, 不 论 对 任何 +, 只 要 sin? oh #¥ 0， 
增长 因子 的 绝对 值 重大 于 1, 格式 不 稳定 , 因此 中 心 差分 格式 是 绝对 不 稳定 的 格式 ， 
不 能 用 于 计算 . 

类 似 地 , 还 可 以 得 到 其 他 格式 , 同上 面 的 格式 一 起 列 于 下 表 7.1 中 , 这 些 差分 格 
式 的 结 点 分 布 见 图 7.1. 


87.1.2 Lax-Friedrichs 格式 


Lax 一 Friedrichs 格式 是 
wntl 一 六 (U1 十 U1) unt! — U1 
六 2 
也 称 Lax 格 式 . 实际 上 , 相当 于 将 #(wn, yj + am 代替 中 心 差分 格式 (7.1.4). 该 格 
式 的 截断 误差 为 


Am hh? ur 2 hd hs 
2 Be ~ oa Ba + OR + 7) = OlAF + A + hh) (7.1.9) 


所 以 与 方程 (7.1.1) 条 件 相 容 . 在 计算 中 ， 通常 候 7 取 为 常数 , 所 以 Lax-Friedrichs 格 
式 的 精度 仍 为 OLAt 二 用 . 令 一 Vmeizmn 代入 (7.1.8), 可 得 增长 因子 为 


G{At,o) 二 te ioh 十 eioh) 一 


= (7.1.8) 


可 (el + eion) ~ cosoh ~ iar sinoh (7.1.10) 
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其 中 r= 党, 从 而 有 
1GfAt el2 = cos2 oh + oir?sin i oh = 1 (1 -ar)sin: oh {7.1.11) 


中 |G| 所 1 得 稳定 性 条 件 |alr 所 1. 


表 7.1 双 曲 模 方 程 (7.1.1) 的 常见 差分 格式 


显 隐 式 | 格式 编号 
(a) 
a<D,larel| (At 十 上) (b) 
utl — 全 于 1 一 4 | 2 
nn 十 和 一 工 1 a 
Mn A + 0 mt ml 0 lalr < 1 OFAF? + 2) (d) 
各 十 1 Li mT ut 
Sm 不 稳定 O(AF? + h) (e) 
tl nT wtl 时 ur+l 。 
0 稳定 OAt + hh) (fF) 
ut! 一 得 也 十 工 tt , , 
A to op =0 稳定 O(AF + 7) (8) 
nt Er ntl nm 十 1 、 
a 0 稳定 O(At + h) (h) 
nt+l un nitl _ ,n+l 
nat OfAt 寺 为 
例 1 分 析 表 7.1 中 的 蛙 跳 格 式 即 
2 一 
DA 十 避 DF =0 (7.1.12) 


的 稳定 性 . | 
解 首先 将 (7.1.12) 化 成 … 个 等 价 的 二 层 差 分 格式 . 令 ov = wr! 则 (7.1.12) 
可 化 成 


ut 一 Ur aa 1 Wm 1) (7 1 13) 
wrtl 一 了 i 
令 忆 二 [可 7 和 将 (7.1.13 写成 向 量 形式 
wntl 一 宇 字 0 本 于 十 0 1 10 十 a 0 mh (7? 1 14) 
mt 一 ry Tn -|. 
0 0 “+ |1 oO 0 0 。 
令 ww 一 的 em 代 人 人 上 式 得 增长 矩阵 
—2rrisinoh I 
G(At,0) = | | {7.1.15) 
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阐 , n+1 用 , 形 十 1 
m—l,n mH 7 ;上 其 十 二 ,天 
‘ay 《bj 
yn n+l 
而 ,如 十 1 
S m,n CO 
m—l,Hh mt+l,n 
ml ,n | m+] ,nr 
m,n—l 
(cy) {由 ) 
m,n+l] 
mr—l,nt+l1 mnt+l m+1 ,n+l 
Mt, 


m,n+l m+l1 ,n+l 


Mm 


{1) 


图 7.1 表 7.I 中 各 种 差分 格式 的 结 点 示意 图 


其 特征 值 为 


A12 = —orisinoh+i V1 — a2r?sin oh (7.1.16) 
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车 jalr 芯 1 则 faal = | 此 时 满足 von Neumann 条 件 . 车 jalr < 1 则 GtiAt,a) 有 
两 个 互 不 相间 的 特征 值 , 格式 稳定 . 当 |alr = 1 时 , 取 ar =1 oo 下 = 二 则 


2 1 3 i 
C = | ! ， G2 = | 3 | G4 =— |: | (7.1.17) 
1 0 2 1 和 -3 


2n 十 1 ni 
一 n>2 (7.1.18) 


全 At,o 2 过 了 
Co | 2 1 


所 以 |IG? ||w = 2 二 1> 1, 因此 当 |ajr = 1 时 不 稳定 . 故 峙 跳 格 式 的 稳定 性 条 件 
为 |elr < 工 . 


87.1.3 Lax-Wendroff 格式 


考虑 w2+t!1 的 Taylor 展开 


BuN™ A /uy 

n+1 一 3 = 

i ue +At( 富 ) + ( 爱 #) + OA) {7.1.19) 
Ou Bu du ,du 


a {7.1.20) 
代 人 上 式 , 得 到 


Bo” aAt? fH2u 
i nn _, 网 -一 3 
Um = Ur — A (FE) 十 3 (去 2 + O(At) {7.1.21) 


将 上 式 中 的 空间 导数 采用 中 心 差分 , 得 


， U1 一 下 人 6 和 wn 2 
Ul = A OA) {7.1.22) 


2 2 A2 
从 而 得 差分 格式 
ut A 2 
at mt =0 (7.1.23) 
或 
2 .2 
加 介入 0 
utl ow 一 mt 一 苹 1 十 (um+l 一 2um + um_1) (7.1.24) 


其 中 r+ = 全 该 格式 称 为 Lax - Wendrof 格式 . 在 (m， n) 点 处 的 截断 误差 为 


At? /A 站 3 
En = (并 #) + At On 二 At 


6 \ 3 6B “Br 24 


_ A# 3 h2 入 
(有 4) + 人 + OAth? + At + hk4) 


竺 3 


6 \a 6 人 Bo3 


_ ArF Da hz 3 
( 吴 #) + (二 ) + Orh? + Ats + 4) 


WE 


6 \ae 6 \ax 
= OA + h2) [7.1.25] 
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因此 Lax-Wendroff 格式 是 一 个 时 间 和 空间 二 阶 精度 的 格式 . 当 ar = 工时 , 格式 简化 
为 wetl 一 un 得 到 精确 解 , 令 如 ,= ein 代 人 (7.1.24) 得 
人 (At o) 二 1] 一 Te _ eioh) 十 (ett _ 2 十 eicn) 
一 1 一 2a2r2sin? ~ — iar sinah (7.1.26) 

IG(At, oF = 1 — Aa2r2(} ~ a2r2) sin4 ~ (7.1.27) 
由 ie 和 1 得 稳定 性 条 件 为 lalr < 1]. 
87,1.4 MacCormack 格式 


1969 年 MacCommack 引进 了 一 个 新 的 两 步 预测 一 校正 格式 


入 LE 


tl = wR aAt et (7.1.28) 
uti = 5 (= 十 于 1 一 oa (7.1.29) 

下 面 推导 该 格式 . 由 Taylor 展开 
tl = wt 十 ( 呈 ) At 十 3 At C3 + OAE) (7.1.30) 


并 将 ( 品 ) = -( 吕 )( 吾 ) = 人 (路 ) 代 AE 式 得 
下 


nl n uy a uN 
an = un 一 At (有 ) + 30 At (器 ) 十 OfAt3) (7.1.31) 
再 将 中 心 差分 格式 
了 .上 .32 
代入 (7.1.31) 式 得 差分 格式 
PN 


_ [a 一 un, -他 -本 (7.1.33) 


和 .1 线性 对 流 方程 - 281 ， 
令 At 
nt = v0 (an+i 一 tm) (7.1.34) 
册 (7.1.33) 式 可 写成 
1 二 3 十 1 At 


. i] (7.1.35) 


用 (7.1.34) 和 (7.1.35) 式 即 枸 成 祝 测 校正 格式 (7.1.28) 和 (7.1.29). 该 格式 称 为 Mac- 
Cormack 格式 , 是 一 个 二 阶 精度 格式 , 稳定 性 条 件 为 |alr < 1. 

对 线性 方程 ， 如 这 里 讨论 的 线性 对 流 片 程 ，MacCormack 格式 等 同 于 Lax- 
Wendrof 格式 ， 实 际 上 , 联 立 [7.1.28) 和 (7.1.29) 式 消去 校正 步 (7.1.29) 中 的 预 
测 值 , 即 得 到 (7.1.23) 式 . 


87.1.4.1 。 Wendroff 隐 式 格式 

如 图 72(aj, 在 点 了 (m 一 n+ 雪 ) 处 建立 差分 格式 , 对 【器 ) 。 与 【器 ) ,分 
别 用 十 [( 络 ) + (名) ,| 与 二 | 器 ) ,+ ( 吴 ) ,| 来 近似 , 即 对 方程 (710 在 P 
点 的 什 


(类 
( 守 上 a ) = (7.1.36) 
(这) |), 3) 有 -Ca 
代替 , 然后 再 对 上 式 用 中 心 差 分 格式 近似 


| 可 _ 
1 ( 守 UA + Ue 2) .2 (2F 半 + ) 二 必 (7.1.38) 


2 At 和 At 2 


1 nhl nm wtl — Wn, — Wn n+1 n+l1 
3 a 十 站 1 | Em 1 —0 (7.1.39) 


此 即 Wendrof 格式 . 对 初 边 值 问 题 , 可 将 (7.1.39) 式 改 写成 显 式 形式 


- 1 一 人 mr 
an un | wn ~ nt! (7.1.40) 


其 中 = 和 对. 易 知 截断 误差 阶 为 DA + h31, 增长 因子 为 


(1 — ar)eiok ~ (1 + ar) 


Ce 一 人 oem 一 on 


(7.1.41) 


由 于 

(+ asr2) — (1 — aa?r?] eosoh 
和 十 a2r2) + (1 -azrileosoh 
恒 成 立 , 上 让 Wendrof 格式 绝对 稳定 . 


IG| = {7.1,.42) 
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DOm—l,.n+1) COm,n+1) 


名 


丽 一 ] ,者 十 1 m+1 ,n+l 


| 
| 
1 mntl 
ol 


A H Blm.n) 
(2) Wenadrofr 属 式 (bo CN 格式 


图 7.2 Wendrof 格式 与 CN 格式 结 点 示意 图 


387.1.5 Crack-Nicolson 格式 


”如 图 7.2(b), Crack-Nicolson 格 (CN 格式 ) 是 在 结 点 (m,n +1) 和 {m,n) 的 连 线 
中 点 (m,n 十 如 上 建立 的 . w(x,t) 美 于 时 间 的 一 阶 导数 用 中 心 差分 通 近 , 关于 z 的 
一 阶 导 数 用 n 填 1 层 和 n 雇 的 二 阶 中 心 差分 的 平均 来 通 近 


Un 一 一 im 十 (wtl 一 MT ut | 一 }=0 7.1.43) 
At 二 六 ma 十 1 TI 一 二 Tr 十 1 m2—1 


ON 格式 与 Wendroff 格式 一 样 , 也 是 一 个 二 阶 精 度 的 格式 , 现 进一步 推广 , 将 差分 格 
式 建立 在 结 点 (m,n 十 1) 和 (m,n) 连 线 的 任意 点 (m,n+0) 上 , 其 中 0g< 8 < 1 为 参 
数 . 可 以 得 到 


ut 1 9 十 1 n+l n n 
一 一 十 aF Ott Wn) 十 {1 0) {m1 和 wn 1)] 三 0 


87.2 特征 线 与 差分 格式 


先 讨论 方程 (7.1.1) 的 特征 线 . 在 方程 (7.1.1) 中 , u 包含 两 个 方向 的 微 商 , 一 个 
是 t 方 向, 男 一 个 是 > 方向 . 现 考虑 v 党 直线 了 一 at 一 cfe 为 常数 ) 的 方向 导数 


du du Oudr fu Ou 
区区 1 如 六 了 +? 
出 方程 (7.1.1) 知 品 | = 0, 即 % 沿 直线 ! 值 保持 不 变 , 这 种 直线 是 特征 线 . 图 7.3 
是 ea>0 和 a<n0 时 的 特征 线 示 意图 ， 

假定 边界 条 件 是 周期 性 的 , 则 可 用 分 离 变量 法 来 求解 方程 (7.1.1). 设 


(7.2.1) 


uz,t) = umh, nAt) 一 了 en (7.2.2) 
代入 {7.1.1) 式 中 , 得 | 3 
em 十 os =0 {7.2.3) 
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上 


图 7.3 吕 >a 和 ae<0 时 的 特征 线 , 特征 线 斜率 为 1/a 


令 总 qr rT 
人 mn 
= (7.2.4) 
则 
eom 十 二 (oem 一 weiatm-Di 一 0 [7 了 .2.5) 
即 4 
(ey Ew (7.2.6) 
其 中 
a = -zl — eiBh) (7.2.7) 
由 此 解 得 
ti 二 et (7?.2.8} 


其 中 C 为 某 常数 . 为 保证 当时 间 增 加 时 , 解 uz, 如 = vbeiam* 有 界 , 必须 要 求 "有 
界 , 即 Re(@) < 0, 故 a > 0. 所 以 对 方程 (7.1.1), 用 空间 向 后 差分 近似 钨 , 为 使 计算 
稳定 , 要 求 a > 0. 反之 , 若 a < 0, 则 空间 导数 必须 用 向 前 差分 , 否则 不 稳定 . 由 此 可 
见 迎 风格 式 与 特征 线 的 走向 有 关 ， 部 前 的 系数 a 表示 波 运动 的 速度 , a > 0 说 明 波 
沿 正 z 方向 运动 . 此 时 用 向 后 差分 格式 近似 空间 一 阶 导 数 可 保证 差分 格式 条 件 稳定 ， 
由 于 差分 的 指向 与 波 前 进 的 方向 相反 , 故 称 迎 风 或 道 风 . 如 图 7.4 所 示 . 

下 面 通过 特征 线 分 析 迎 风格 式 的 稳定 性 . 前 面 已 指出 , 当 a > 0 时 , 稳定 性 条 件 
是 ar < 1 其 中 += 能, 也 即 入 < 吉 , 而 二 正 是 微分 方程 (7.1.1) 所 对 应 特征 线 的 
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速 麻 为 az 


小 前 进 方 向 


图 ?7.4 差分 方向 与 波 前 进 方向 相反 , 其 中 a>0 


斜率 , 因此 稳定 性 条 件 售 < 去 表明 , 差分 方程 的 依赖 区 域 A4BC' 必须 包含 微分 方 
程 的 依赖 区 域 A4BD( 依 赖 区 域 的 概念 见 87.10.1). 如 图 7.5 所 示 . 

差分 格式 的 依赖 区 域 包含 微分 方程 的 依赖 区 域 ， 这 个 条 件 称 为 “Courant- 
Friedrichs-Lewy 条 件 , 简称 CEFL 条 件 . 要 注意 CFL 条 件 是 格式 稳定 【对 线性 仿 
微分 方程 初 值 边 值 问题 的 相 容 差分 格式 , 稳定 性 条 件 与 收敛 性 等 价 ) 的 必要 条 件 , 不 
是 充分 条 件 , 如 对 中 心 差分 格式 (7.1.4), CFL 条 件 也 是 jalr < 1, 但 我 们 已 经 知道 , 在 
此 条 件 下 , 格式 (7.1.4) 既 不 稳定 也 不 收敛 , 中 心 差分 格式 (7.1.4) 是 一 个 不 稳定 的 格 
去. 


saABC: 差分 方程 依赖 区 域 
4 上 BID: 微分 方程 依赖 区 域 


图 75 差分 方程 与 微分 方程 的 依赖 区 域 


87.2.1 用 特征 线 方 法 构造 差分 格式 


下 面 用 特征 线 方法 来 构造 差分 格式 . 设 a > 0, 如 下 图 7.6 所 示 , 假定 第 n 时间 
层 的 tw3, 值 已 知 , 现 求 P 点 (m,n +1) 的 值 w+l. 过 PP 作 特征 线 与 n 时 间 层 相交 
于 @ 点 , 般 定 CFL 条 件 成 立 , 即 8 在 线段 BC 上 . 由 特征 线 的 性 质 知 , u(P) = af@)， 
由 于 w( 有 A),w(B),a(O),U(D) 均 已 扼 , 所 以 可 以 用 下 面 几 种 方式 来 求 出 wl) 的 值 , 从 
而 得 到 wlP) 的 值 . 


87,9 特征 线 与 整 分 格式 .285 ， 


m,nt+l1 


第 m+1 屋 


图 7.6 用 特征 线 方法 来 构造 差分 格式 


1.2fB) 和 w(O) 两 点 线性 插值 , 即 


uP) = ug uBR AO 29) 
县 
2 一 人 一 Cr)im 十 ru _] (7.2.10) 
其 中 + = 仿 . 此 即 迎 风格 式 (7.1.2). 
2. ztB) 和 ulD) 两 点 线性 插值 , 即 
a(P) = al@) ~ 50 — ar)u(D) + (1 + aor)u(B) 
= 3 一 JE 十 (1 十 Cr)am 1 (7.2.11) 
即 


1 1 
Wm 一 (1 ar)jum+l + atl 十 arja 1 


1 OT 
二 (um 十 Mr 一 本 (mt 一 am [7.2.12) 


此 即 Lax-Friedrichs 糙 式 (7.1.8). 
3. 40B), atC) 和 w(D) 三 点 抛物 型 插值 , 即 


uP) =u(Q) ~ uO0) -orlu(O) — wu(B)— 


SB — 2u(0) + ulD) 


2 
=u(0) - TuB) uD) + lu(B) — 2u(0) + ulD)] 


mh &7 下 LL 人 如 纺 于 
Um (Umtl tm 1) 十 a (Umi 和 um 十 1 (7.2.13) 
即 
2 
n 全 下 加 [Fe 
Wt = tn, — 3 (mtl 一 am- 十 (mi 一 20m + Um) (7.2.14) 


此 好 Lax-Wendroff 格式 (7.1.24). 
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uP) = (QO) salCJ orlu(O) -WB) — 


1 一 
or com on) am (7.2.15) 


(ulB) 一 22 人) + uA)) 


已 
Th 


一 ar 


此 即 二 阶 迎 风格 式 , 由 Beam 和 Warming(1976) 提出 , 称 为 Beam-Warming 格式 ， 
其 增长 因子 为 


h 
GAt,o) = 1— 2ar sin’ ~ — ar{tl — ar} ( sint ~ 一 sin oh ) 
, . 20h 
一 iar singh |1 + (1 — ar)sin 本 (7.2.16) 


所 以 


GP = 1 dar(ll ~ ar} {2 - ar) (sm 他) {7.2.17) 


由 [GR 1 得 稳定 性 条 件 ar 2， 类似 地 , 车 a < 0 时 , 则 Beam-Warming 格 
式 (7.2.15) 成 为 


Tr 
wt! 一 记忆 一 atm+2 一 24m41 + ur) (7-2.18) 


nn n 从 
二 Un 十 ar 2 nD I 


稳定 性 条 件 为 lajr < 2. 


87.3 数值 耗 散 和 数值 频 散 
8$7.3.1 偏 微分 方程 的 虎 散 和 耗 散 


当 我 们 解析 求解 一 个 偏 微分 方程 如 (7.1.1) 时 , 经 常 利 用 分 离 变 量 方法 , 即 设 解 
为 


u(r, £) = el tt hon) 一 heisteiks® (7.3.1) 


该 式 描述 了 空间 和 时 间 中 的 一 个 波 , 其 中 w 是 波 的 频率 , . 是 空间 波 数 , 是 和 波长 
为 = 宗 . 将 {7.3.1) 式 代 入 (7.1.1) 式 , 可 知 只 有 当 w = -aks, 所 设 的 解 4 才 是 方 
程 (7.1.1) 的 解 , 解 为 


af{T， 1) et eitrT -一 deikr(T— at) (7.3.2) 


我 们 称 w 与 & 之 间 的 关系 w = wlks) 称 为 频 散 关系 . 通常 我 们 看 到 , 当 ww 是 实数 
时 , 小 传播 的 速度 是 一 全 ,振幅 没有 污 减 . 当 w(ks) 是 线性 关系 时 , 传播 速度 与 频率 
无 关 . 假如 各 种 频率 成 分 不 随时 间 增 长 或 至 少 是 衰减 的 , 则 称 偏 微分 方程 的 解 是 耗 
散 的 (dissipative). 假如 各 种 频率 成 分 不 增长 也 不 衰减 , 则 称 偏 微分 方程 的 解 是 非 耗 
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散 的 (nondissipative); 假如 不 同 流 长 的 频率 成 分 以 不 同 速度 传播 , 则 称 仿 微分 方程 的 


解 是 频 散 的 (dispersion). 
例 1 考虑 下 面 两 个 偏 微分 方程 的 频 散 和 耗 散 关系 
du du 3 
=/ (0) eS =0 


解 (1) 将 形式 解 wlz, 人 站 一 teitwt 和 2) 代 大 原 方程 中 , 得 频 散 关系 ww = iw 局 ,其 
解 为 u(x, = fhe-"*rteikzz, 可 以 看 到 , 波 不 随时 间 移 动 但 随时 间 衰 减 ， 当 w 是 纯 虚 
数 时 , 波 的 振幅 或 者 增长 或 者 衰减 , 这 是 挑 物 型 方程 的 特征 . 

(2) 同样 将 形式 解 zfz = feilot+ioo 代 人 ,得 频 散 关系 为 w = k3e, 解 为 


ux, t) = hell cr 了) 一 feiks (+hect) 
EJ 


可 以 看 到 , 波 传播 的 速度 为 尽 c. 显然 , 不 同 的 波 数 以 不 同 的 速度 {--R2c) 传播 , 因 雍 ， 
方程 的 解 有 频 散 , 但 没有 耗 散 . 
口 


87.3.2 差分 格式 的 频 散 与 耗 散 


面 分 析 与 微分 方程 相 容 的 差分 格式 的 频 散 与 耗 散 关系 . 我 们 希望 差分 格式 有 
与 相应 的 微分 方程 相同 的 频 散 和 耗 散 关系 但 通常 不 是 这 样 ， 类 似 地 , 考虑 解 的 离 
散 Fourier 形式 


ut etna hr mh) (7.3.3) 


取 w = we) 以 使 该 解 满足 差分 方程 - 隐 数 wlks) 称 为 离散 频 散 关系 . 差分 方程 的 频 
散 关 系 w = w(k) 一 般 是 复数 , 因此 , 我 们 令 w= a+iB8, 其 中 = at) 和 有 = Blk) 
是 实数 ，a 和 8 分 别称 为 实 离 散 频 散 关系 和 虚 离 散 频 散 关系 ,将 =a+i8 代 
人 {7.3,3) 式 , 得 


un 一 eltonAttinAtthamb) 一 He” Batnoike(mh (nA (7.3.4) 
因此 , 有 

(1) 若 对 某 如 ,8 > 0, 则 格式 是 耗 散 的 . 

(2) 藻 对 某 ks, 8 < 0, 则 差分 方程 的 解 无 界 , 格式 不 稳定 . 

(3) 若 对 所 有 三, 5 = 0, 则 格式 是 非 耗 散 的 . 
同样 

(1) 若 a =0, 则 没有 波 的 传播 

(3) 车 a 关 0, 则 波 以 -家 的 速度 传播 . 

[3) 若 ~ 家 是 乱 的 非 平凡 (nontrivial) 函数 , 则 格式 有 频 散 . 
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例 2 分 析 差 分 格式 
Ut = i rt 2 + m1) (7.3,5) 


的 频 散 和 耗 散 关系 , 其 中 "= v 仍 . 
解 ” 由 前 面 的 分 析 可 知 , 差分 格式 (7.3.5) 当 目 仪 当 + < 3 时 稳定 ,将 (7.3.3) 代 
大 [7.3.5) 中 , 得 


二 DAtemh] 一 deltwunAatt hrmh) 十 r{bellenAttkatmt 


一 站 Pi 人 At 天 ef] 十 应 ei[emAatTkz tm—1)hl ) (7.3.6) 


化 简 得 pp 
eAt oe] +rei i 2+ eTikh) = 1 — drsin? {7.3.7) 


国 为 最 后 一 项 是 实数 , 假如 令 w = a + 这, 则 可 写成 
eic 一 eeateiaat 一 T 一 4sin2 = (7.3.8) 
于 是 a = 0, 因此 没有 耗 散 . 而 wj = 这 , 其 中 


1 
B= -Ki 


1 — 4r sin? = | (7.3.9) 


因此 , 离散 频 散 关系 为 


| 1 drain2 如 
wl kr) = A In|1— 4rsin 了 (7.3.10) 
口 
例 3 分 析 格 式 
uti = yn rw us) (7.3.11) 


的 耗 散 和 和 频 散 关系 , 其 中 = st 
解 ”格式 的 稳定 性 条 件 是 a < 0, |r| < i. 先 考虑 耗 散 关系 . 将 解 的 离散 Fourier 
形式 (7.3.3) 代 人 差分 格式 (7.3.11) 中 , 两 端 再 除 以 deilL"2itimk) 得 离散 频 散 关系 


et 一 elodte iAAt | rr reoskh irsinkh (7.3.12) 


因此 


e FA] +r-rcoskh— irsinkh| = vl+r) ~—2r(l+r)cos krh + r? (7.3.13) 


从 而 所 有 kk 关 0 的 分 量 均 衰减 ,ks = 0 约 分 其 既 不 增长 也 不 衰减 , 办 此, 格式 是 耗 散 
的 . 注意 当 7 = -1 8 = 0 时 , 对 所 有 的 ,格式 是 非 耗 获 的 ( 当 取 7 二 -1 时 , 可 以 
得 到 偏 微分 方程 的 精确 解 }. 
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下 面 考 虑 频 散 关系 , 若 在 式 (7.3.12) 两 边 除 以 其 右 端 的 振幅 , 得 


1+r—orcoskh irsinkh 


Di 站 一 1 ai 一 一 .3.14 
e COS QAt + isin At TE (7.3.14) 
或 in ka} 
—r sinkrh 
t ‘二 :人 
an eat 1+r—reoskh 073.15) 
因此 实 离散 频 散 关系 可 以 写成 
1 rsinkrh 
上 一 一 一 arctan 一 一 . .3. 
cl ) A arctan rn BE (7.3.16) 


因为 a(k) 不 是 所 的 线性 函数 人 / 中 因此 差分 格式 是 频 散 的 . 
下 面 由 实 离散 频 散 关系 (7.3.16) 来 分 析 波 传播 的 速度 . 采用 渐 近 方法 来 分 析 . 
当 丰产 接近 时 (高 频 波 大 , 波长 和 小) 有 


1 
Qo A arctan{y) (7.3,17) 


为 确定 arctan(0) 之 值 , 考虑 方程 (7.3.14)， 当 kh 接近 r 时 , sin eAt 接近 0( 符 号 
由 一 rsin kh 确定 ), cos aAt 接近 
1+2r 
| 十 27| 
当 7 < 一 二 时 ,正弦 为 止 ,余弦 为 负 , 在 第 二 象限 中 ， 从 而 取 a sarctanf0) = 7; 
于 -上 <r<0 时 ,正弦 为 正 , 余 艾 为 正 , 在 第 一 象 眼 中 , 取 a = arctan(0) = 0. 因此 
当 kh 接近 时 , 高 频 波 的 传播 速度 为 


] 
性 0 7> 一 
-是 = ， 人 {7.3.19) 
2 


(7.3.18} 


对 低频 波 (fa 小 , 波长 A 太 ), 利用 sin > sin? 委 ， 本 和 arctanz 的 Taylor 展 
开 式 , 即 


1 Ti -于 
T= 2 z=1—z+2 :+03), {lz|<1) (7.3.20) 
,1 二 (一切 7” 2 人 十 于 2 
Sinz 一 2 Bi 1 一 一 主 +O(2°), (ze (7.3.21} 
2 (一 1 | 
sin? z 一 间 nT | =2z2+0(z1), (zeoO) (7.3.22) 


arctanz = >》 (1)" 


所 一 心 


33 ee 
=z 一 一 十 Q(z2*),， (|z| < 1) (7.3.23) 
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来 化 简 a( 注 意 hh 较 小 ) 


位 一 -元 arctan [rsin(k i) 一 278in2 keh 4 2 TOtkaaa 


_ -去 aretanf， [ 人 条 十 OCR | L 1 27 We ro 


于 
= 一 元 arctan fr [any 一 9 Wh) 必修 


-oh | 


3 3 3 3 313 
一 ? [ea 一 2 一 ee 一 可 [em) 和 一 en | + Ohsh)sy 
-+ ean) _ rty | OCR 
2 6 
- -一 [rksh B01 + Br + 2 ) (koh)? + ji (7.3.24) 
也 即 
a = -元 [rk 六 一 #0 十 3r + 2r2) (keh) + Os py (7.3.25) 
或 
oS —aks [ 一 sl 二 27)(1 十 "(kah)?| (7.3.26) 
因此 波 的 形式 解 可 以 近似 写成 
un 一 jel nt eittatidnAtr kmh) 


hennatel nat 


~ fe nteil—eknAttl 一 各 3 二 2r]tT 十 rs< 丰 3 十 二 =Tro] 


一 家 e 一 mt 这 < [mk 一 (a 一 千代 十 2r] [ 工 十 和 [天 = 无 2] 站 (7.3.27) 


所 以 当 + = -二 或 > = -1 时 , 由 上 式 知 波 的 速度 是 a, 这 与 解析 解 中 的 情况 一 样 ， 
当 -二 <rs0 时 , 波 度 为 


a 30 + 2r)(1 +r)(kshi) > a z (7.3.28) 
当 -1 和 mr< -二 时 , 波 速 为 

oz(1 + 2r)( + 7)(ksh?) < (7.3.29) 
因此 , 当 jr| < 3 时 , 由 差分 格式 计算 出 的 低频 分 量 波 比 解析 确定 芍 高 频 分 量 波 


1] 
慢 (a < 0); 当 计 < |"| < 1 时, 由 差分 格式 算出 的 低频 分 量 波 比 解 析 确 定 的 高 频 
分 量 波 快 . 
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为 了 得 到 相位 误差 需求 解 
tan oAt 一 rsinken (7.3.30) 
1 + 2rain? 2 
由 {7.3.14) 式 知 
sin QAt = ee (7.3.31) 
cosaAt 工 上 7 一 rcosaza ee (7.3.332] 


CSAt CBAt 


对 任意 r < 0, rsinksh > 0, oAt 必须 在 第 一 和 第 二 象限 . 因为 1 + 2rsin? 号” 的 
符号 由 正 变 到 负 , 所 以 


rsink,h 
arctan snk (7.3,33) 


1 + 2rsin: SR 


将 通过 于 . 对 这 里 的 例子 , 取 值 在 [0, 了] 中 . 微分 方程 (7.3.1) 的 相 速度 为 a, 而 差分 
. 格式 的 相 速 度 为 {7.3.33), 因而 相位 误差 为 


—rsinkih 


0 — arctan TS (7.3.34) 
其 中 < kh. 
口 
例 3 分 析 CN 格式 
1 


的 耗 散 和 频 散 关系 , 其 中 = 对 
解 “ 由 上 面 求 离散 频 向 关系 的 方法 可 知 , CN 格式 的 离散 频 散 关系 由 下 式 给 出 


et = OAt, keh) (7.3.36) 


其 中 G 就 是 差分 格式 的 增长 因子 , 上 式 表示 G 完全 确定 了 格式 的 耗 散 和 频 散 性 质 . 
考 虚 耗 散 , 计算 
eHAt 一 IG(At, kzh)| {7.3.37) 


或 
ke) 一 一 总 In |G(At, kah)| 7.3.38) 

即 可 . 考 虚 频 散 , 计算 pmerAs kh 

Nn 4 Nx 


七 一 
an oAt = ReGAt ky) 


(7.3.39) 
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即 可 , 其 中 Im(z) 和 Re(z) 表示 对 复数 z 取 虚 部 和 实 部 , 因 CN 格式 的 增长 因子 为 


1 一 竺 sin keh 
GAE, kzh) = — 人 一 一 一 (7.3.40) 
1 十 可 sin kh 
所 以 
etat = GAt, keh)| = 1 (7.3.41) 
因此 CN 格式 (7.3.35) 无 耗 散 . 
再 由 (7.3.39) 式 和 (7.3.40) 式 知 , 有 
tan At = — Rh (7.3.42) 


] 一 宛 Sin2 kh 
因此 Fourier 分 量 为 Eh 的 波 的 相位 传播 速度 误差 为 


所 一 (- ) a— 于 arctan "snk (7.3.43} 
r Ts 1— 于 sin keh 


对 DE kh 人 en, 


例 4 考虑 (7.1.1) 的 中 心 差 委 格式 - 
= 3 
的 频 散 与 耗 散 关系 , 其 中 > = 绷 ， 
解 将 wn = teitonAttkema) 代入 上 式 得 
ei 一 1 一 iarsit ksh (7.3.45) 
令 山 二 a 十 廊 , 代 人 上 式 得 
eiuet ~ pioAte PAt — 1] iarsinkh (7.3.46) 
因此 耗 获 和 频 散 关系 分 别 为 
BR 一 一 部 In VI + (arsin keh)? (7.3.47) 
wh) = arctan(—ar sin keh) (7.3.48) 


At 
由 (7.3.47) 可 知 , 当 8 < 0 时 , wn 将 随时 间 无 限 增长 , 因此 格式 不 稳定 . 
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例 5 分 析 Lax Friedrichs 差分 格式 (7.1.8) 即 


n+l (un 十 no 
Ti 本 《Er 十 1 m—1 Unt1 Urm—l 
At Th 9 
的 耗 散 与 频 散 关系 . 
解 将 ww = actenat+iena 代入 该 格式 中 , 化 简 得 
eit — cos keh — iar sin kah (7.3.49) 


其 中 r = 令 . 因此 耗 散 和 频 散 关系 分 别 为 


1 
Blk) = 一 ln Vcos’ kh + a2r? sin2 ksh 


__l [1 npn2r2N oin? . 
= ~ Inayf1l ~ (1 — oa2r2)sin’ koh (7.3.50) 


_ arctan(—ar tan kh) 


wlkz) A (7.3.51) 
口 

例 6 分 析 赃 跳 格式 (7.1.12) 即 
Wnt! — wl 和 nl — Um -0 (7.3.52) 


2At oF 
的 耗 散 和 频 散 关系 . 
和 解 星 跳 格式 是 一 个 三 层 格式 ， 分 析 也 类 介 于 两 层 格 式 , 将 离散 Fourier 形式 
1 一 einattiomh 代入 差分 格式 [7.1.12) 中 , 两 端 消去 eilenatrkeemh 得 离散 的 频 
散 关 系 
eicat pit rei eitzh) (7.3.53) 
即 
{eA 十 2iarsimnfRepjeival 1=0 (7.3.54) 
其 中 = 依 . 令 w = ea 十 这 ,用 此 得 


eeatetatiat = eindte HAt — £1 ~ r2 gin? keh — iar sin ksh (7.3.55) 


注意 (7.3.55) 右 端 表达 式 与 蛙 跳 格式 增长 矩阵 的 特征 值 (7.1.16) 一 样 , 所 以 我 们 假 
定 |r| < 1{ 当 |r| 二 主 时 不 稳 定 ). 
对 波 数 名 , 星 跳 格式 有 两 个 波 . 由 于 


|ir sin keh + 1 — re sin? kehl = 1, kr € [0,7!| (7.3.56) 


etat 一 1, Bk) = 0 
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因此 , 蛙 跳 格式 没有 耗 散 . 实 离散 频 散 关系 为 


eld = tl ~ a2r? gin? krh — iar sin keh {7.3.57) 


1 | or sin krh 
ET TAL DV a en ih 
由 (7.3.58) 式 知 , 肉 跳 格式 有 两 个 波 速 , 符号 相反 , 但 方程 (7.1.1) 的 该 速 为 a, 显然 ， 
令 a = -a 来 近似 a 是 不 可 能 的 . 
利用 万 一 的 Taylor 展开 式 


好 


(7.3.58) 


1 .3.5...(2n—1) 。 1 13。 135, 

二 1 一 ~- 一 一 二 二 .一 二 ,一 ,一 + 

vT +2 346 On < lata a to'46° + MM<1 
(7.3.59) 

及 sinz 和 arctanz 的 Taylor 展开 式 (7.3.21) 和 (7.3.23), 式 对 {7.3.58) 式 展开 ( 假 

定 kh 是 小 量 ), 有 

apr2 gin? kh 


1 
一 和 一 士 -一 arctan [er sin keh (4 十 


2 (0] 


a3r3 (keh)s 
2 


= + 元 arctan [er sin kh 二 OFCRchYY) + + Okapy®)| 


一 + 元 arctanlar sin ksh + O((kzhY3)] 


+ = +ksa + O((ksh)’) (7.3.60) 
因此 


- 守 一 十 4 + O((kzh)?) (7.3.61) 


称 近 似 传播 速度 的 根 a， 为 主根 , 另 一 个 根 w、 为 寄生 根 . 若 波 数 = 2xj,j = 
0,… ,MM -1,h= 机 . 则 与 主根 相 联 系 的 Fourier 分 量 的 传播 速度 是 


1% 2 
和 =oro( (各) ) 了 一 性 一 上 (7.3.62) 
与 寄生 根 相 联系 的 Fourier 分 量 的 传播 速度 是 
， :2 
- 千 =-+o(( 品 ) ) j=0,... ,MM-1 (7.3.63) 


由 于 【对 与 。 相 比较 小 , 因此 0 ( ( 络 ) ) 对 波束 贡献 不 大 
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87.4 修正 的 偏 微分 方程 
前 面 我 们 看 到 , Du Fort-Frankel 和 Lax_Wendroff 格式 都 是 通过 对 不 稳定 的 格式 


间 导 数 的 小 参数 项 ( 耗 散 ) 项 , 使 之 变 成 带 小 参数 的 抛物 型 方程 , 考虑 偏 微 分 方程 


Du Ou 
页 tas =0 {7.4.1) 


的 不 稳定 的 格式 


也 十 


Rh 
Ur ! = Hm 3 (Umt1 Urn 1) {7.4.2) 


其 中 R 一 a 倒 . 这 是 不 稳定 的 中 心 差 分 格式 , 若 在 (7.4.2) 式 中 加 进 和 好 一 项 , 则 
有 


至 
和 二 2m 一 FT {m+ 一 Up 1) s(n — Zu 二 Un) {7.4.3) 


其 中 = 是 待定 系数 . 格式 (7.4.3) 可 以 看 成 是 对 小 参数 的 抛物 型 方程 
Ou +. Ou _ he Ow 
Bt “Br Art Or 
的 中 心 差分 近似 的 结果 , 为 使 (7.4.3) 与 方程 (7.4.1} 相 容 , 必须 取 = = el1Atlei 待定 ). 
通过 稳定 性 分 析 订 知 , 方程 (7.4.3) 的 稳定 性 要 求 


让 


(7.4.4) 


(7,4.5】 


(1) 若 取 = = 水 , 则 得 Lax-Friedrichs 格式 (7.1.8). 
(2) 者 取 = = 咏 -， 则 得 Lax-Wendrof 格式 (7.1.11). 
(3) 车 取 s = 学 , 则 得 左 篇 心 格式 (7.1.2). 


(4) 车 取 < = 一 如, 则 得 右 偏 心 格式 (7.1.3). 
格式 加 进 小 参数 的 方法 还 可 改善 格式 的 稳定 性 . 对 CN 格式 (7.1.43), 可 以 考虑 
下 列 两 个 修正 格式 


R,, RE, 

dn 1) = T (Untl — Um 1) + eAtdrus, (7.4.6). 
R , RR 

un) I (mpl — Um) — EAtbrun, (7.4.7) 


其 中 到 zt 一 如 (24) 二 2 一 十 G0 一 451 十 UB_2. 对 峙 跳 格 式 (7,1.,12)， 
考虑 下 面 的 两 个 修正 格式 


一 二 At62an (7.4.8) 
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wtl = 一 (7.4.9) 
不 难看 出 , 这 两 个 格式 仍 是 O(AE) + O(n2)， 可 以 证 明 , 当 zsAt < 3 时, (7.4.6) 式 
无 条 件 稳定 , 当 eAt < 时 ,(7.4.7) 式 无 条 件 稳定 , 对 (7.4.8) 式 稳 定性 条 件 是 R2 < 
1 一 deAt, 对 (7.4.99 式 稳定 性 条 件 是 于 & 1 一 16eAt. 
如 何 求 得 修正 的 偏 微分 方程 ? 这 可 以 通过 分 析 差 分 方程 的 局 部 误差 而 得 到 . 我 
们 考虑 方程 (7.1.1) 的 右 偏 心 格式 (7.1.3), 基 


1 。， 入 TL _ 
ta (7.4.10) 


将 上 式 中 的 zt 和 wy, 在 点 (mh,nAt) 处 作 Taylor 展开 , 得 
0 = ou Az Puy At Pay |， 
Gj, 2 \B2J, 6 3, 
Buy™ eh fda ab? /iwy” 
i bla fe . 41 
Ta ( 半 ) 1 2 (起 | + 6 ( 赵 ) + (十 1 


建立 修正 偏 微分 方程 的 方法 通常 是 保留 大 于 原 方程 中 导数 阶 的 最 低 阶 偶数 阶 导数 项 . 
为 了 消去 (7.4.11) 式 中 的 S$ 和 SY 对 (7.4.11) 式 分 别 关 于 时 间 上 求 两 次 导数 ， 


得 
oY A 21ou 
Al) Ap 6 \as), 
Pu a uN a Om N\™ 
和 
0 (Fu) A /oN AAP fo 
AN DA 6 \O5), 
uy aahf Ou YY” ah Ou NY" 
ta (2 全 (5 人 


由 (7.4.12) 一 (7.4.13) 式 即 可 得 到 6 和 全 二 的 表达 式 . 由 于 (7.4.12) ~ (7.4.13) 中 
出 现 葛 贰 ,2 区 和 (到 三 阶 ). 为 了 得 到 这 些 表 过 式 将 (7.4.11) 式 分 别 求 
对 z 的 一 、 二 阶 偏 导数 和 对 x 及 上 的 二 阶 混合 偏 导数 , 得 


0 = uv At iu 全 Hi 1 
Btar Br 6 Biapr 
内 全 th ah? fH 
+a ( 爱 ) + 了 (ee) t+ ( 爱 ) + {7.4.14) 
om ou A ou) aa 
~ \Bt0z2 mm 2 \Bt20z2), 6 Nt) 


te( 2) | 县 (fa a fo) 741 
有 a a0) + l(a) 1 (1.4.18) 
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惠 | 


0 Bu Se ) + 等 ( OS ) +: 
BtBrBt) 2 NB2prli) 6 \Bt3Br6t),, 
Fu” var du op Hw AN” 
|- 一 | -一 一 .， 7.4.16 
2 (gb) + 2 (2 ) + 6 (i) + (7.4.16) 


多 Bw Bu 
由 (7.4.11)~(7.4.16) 式 联 立 可 以 消去 久 冯 ,， 吉 D， 守 玫 Se . 各 i 项 . 该 过 程 
可 以 用 表 7.2 表示 . 由 表 7.2 可 得 修正 的 入微 分 方 程 的 差分 格式 为 


_ fu ™ J. du 上 nAt 十 ah (全 ) 上 (到 - 上 a2Ath 上 aph2 (过 抽 
A on ® Or/ 2 dr? 3 2 6 Or3 
(7.4.17 


去 掉 的 都 是 四 阶 及 四 阶 以 上 的 导数 项 . (7.4.17) 式 可 改写 成 
如 Tn 如 2 页 际 到 nn ph2 Ba 于 
0= ( 纺 ) + (如 ) +9 十 六 ( 颖 ) + 和 er+rD0+ 1) (二 ) (7.4.18) 


表 7.3 推导 修正 偏 微分 方程 的 系数 表 


表 中 {8}=(7.4.11) (bj=(7.4.]2) (cej=(74.14) (d)=(7.4.13) (e)=(7.4.16) (f)=(7.4.15) 


计算 过 程 及 方程 编号 
(oa) 


(b) x = 人 Ft + (a) = (8) 


(Ox :+ (0) = (eo) 
(Dx 全 二 (@ =(d) 


(ex 二 + (dd) = (0) 


Px (ESE + os) 4 (0) = (fF) 
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计算 过 程 下 方程 篇 续 


【ea 


(yx = 外 + a = 


ey x 2h + tb) = (cl 


tx A 上 to = 
一 立 #2 ? ' 
{e)X 2 全 二 (d) = (ec) 
pj 量 
(x( 生 辣 一 寺 )f) 一 1 


其 中 =a 舍 . 因此 与 格式 (7.4.10) 相对 应 的 修改 的 偏 微分 方程 是 


du Ou oh du CR Pu 
du + DD 一 .1 
二 a (1 7) 二 EB {2r + 1){r 3 0 (7.4.19)} 


下 面 的 例子 将 看 到 , 差分 方程 (7.4.10) 的 解 性 质 与 (7.4. 19) 解 的 性 质 非 常 类 似 . 
在 {7.4.19) 式 中 出 现 了 入 全 和 项 (偶数 阶 导数 ) 和 们 全 六 地 项 (奇数 阶 导数 )， 一 般 
地 ， 当 有 空间 偶数 阶 导数 项 时 ， 例如 


Ou Ou D2 du 
十 如 = A + Aa ga 了 


元 + 区 (7.4.20) 


可 用 分 离 变 量 法 求 得 该 式 的 解 . 将 w(z,t) = ieitet+tezj 代 人 上 式 中 得 频 散 关系 为 
of) = —aks + i Azks 一 Aoks) (7.4.21) 
所 以 (7.4.20) 式 的 解 可 以 表示 为 
at = 全 ezkzte4aaksteiks(e 一 oa (7.4.22) 


其 中 总 是 空间 波 数 . 由 上 式 知 , 偶数 阶 导数 项 只 改变 波 的 振幅 (数值 耗 散 ), 不 改变 
波 的 速度 和 相位 ,为 保持 不 同 波 数 时 振幅 有 界 , 必须 要 求 4 > 0, 44 < 0, 从 而 使 振 
幅 随 时 间 增 加 而 衰减 . 一 般 地 , 为 使 振幅 不 增长 ,要求 4anfm = 1,2.…] 的 正 代号 满 
足 

Azm 一 【一 1) 亚 + 4oam|， mm = 1,2,.-. {7.4.23) 
这 是 判定 修正 方程 的 差分 格式 是 否 稳 定 的 标准 , 称 为 Hint 稳定 判别 法 ， 当 在 方程 
中 加 进入 工 粘性 项 时 , 其 系数 的 正 负 号 必须 满足 (7.4.23) 式 . 

一 方面 , 若 敌 正方 程 中 出现 空间 奇数 阶 导 数 项 时 , 例如 


Or a Fu du 


到 (7.4.24) 
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则 类 亿 可 得 频 散 关系 
wlher) = 一 az — Asks 一 4 (7.4.25) 


所 以 方程 的 解 为 


uz, t) = feikels (tat 4sks+ AR (7.4.26) 


从 而 可 知 波 的 振幅 没有 改变 , 但 波 速 由 a 变 为 a 十 A3 民 十 机 以 , 这 表现 不 同 的 波 
数 kx 有 不 同 的 波 速 , 出 现 相 位 差 , 导致 频 散 现象 . 

在 求解 偏 微分 方程 时 , 解 的 耗 散 有 两 种 , 一 种 是 方程 本 身 有 耗 散 项 存在 , 即 方程 
本 身 有 人 蛋 数 阶 导数 项 , 称 为 物理 耗 散 , 另 一 种 是 , 由 于 数值 离散 时 , 截断 误差 中 存在 
的 偶数 项 导数 项 的 影响 , 称 为 数值 耗 散 , 是 非 物理 耗 艇 . 

修正 方程 的 截断 误差 中 的 奇数 阶 导 数 项 是 频 散 项 , 长 波 频 散 小 , 短波 频 散 大 , 频 
散会 导致 解 振 荡 , 但 并 不 导致 解 的 发 散 . 

例 1 分 析 修 正 偏 微分 方程 (7.4.19) 的 耗 散 和 频 散 关系 . 

解 ” 对 形 如 


Cu -+ a -b+ 0 {7.4.27) 
的 方程 , 易 知 频 散 关系 为 
wlkzr) 一 一 Ge 十 CS + ihk2 {7.4.28) 


波 数 为 的 分 量 的 解 为 


u(r,t) = te bhreike lm (om chr)d (7.4.29) 


在 方程 中 的 耗 散 项 是 e-tt:t, 波 数 为 总 的 分 量 的 波 的 传播 速度 是 a - ck2， 对 方 
程 (7.4.19)， 
匀 
b= -时 (1 +n), c= (or + (r+tl) (7.4.30) 


注意 , 若 a > Bf 从 而 > = 叭 : > 0), 则 振幅 随时 间 层 n 增长 而 放大 , 不 稳定 , 因此 必 
须 假 定 a < 0. 再 册 1+re>0 知 -1 所 rr<0. 对 修正 的 方程 , 由 (7.3.13) 式 知 ， 


__l1 2 2 
8 = sln | + —2r(l +r)eoskoh+r? | 
1 
= -sxe Inf 1 一 全 2r0 +r) 2r(1 + 7) cos ke } (7.4.31) 
利用 lnfl 一 z} 和 cosz 的 Taylor 展开 式 
2z2 2 2 二 1 
In(l 2)=-z- 人 1 
nfl 一 2 2 一 本 一 辣 二 IT， lz< 1 {7.4.32) 
22 34 Pri 
COS8Z 二 1 林 十 可 二 (一 1) ny + 2E{—00,+00) (7.4.33) 
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可 将 {7.4.31) 式 写成 


krh? 
"nl +7) -2 + } 
四 2713 
2 5 站 天才 
= -+ + Tk = aks (7.4.34) 


可 以 看 到 ， 修正 的 含 微 分 方程 的 耗 散 基 是 精确 耗 散 关系 的 Taylor 展开 的 第 一 项 , 而 修 
正方 程 差分 格式 的 传播 速度 a 一 唱 -(2r+1)(r+1)k 是 一 部 的 渐 近 展开 , 见 (7.3.26) 式 . 
例 2 考虑 差分 格式 


tl nn 二 1 atl 
nt 


一 时 和 好 一 
TT 十 1 rr 一 
一 一 ”十 


A 2 2 2 h 


的 修正 偶 微分 方程 ， 


解 (7.4.35) 式 是 方程 (7.4.1) 的 CN 格式 . 将 该 格式 中 的 在 点 (mh, A 
处 展 成 Taylor 级 数 , 整理 后 得 


Oud™t3 At? /0 "+3 
=- (号 ) 1 贫 ( 起 ) 


Dar 1 十 村 AL2 B33 十 去 ap2 /Bay 7 十 和 
+ 下) + (Fs) + 下) + O08) (7.4.36) 


Tr 


Cumtl Um-l _ 1 (7.4.35) 


其 中 O(5) 表示 5 阶 及 5 阶 以 上 的 高 阶 导数 项 . 在 最 后 的 方程 中 , 要 包含 状 项 , 锅 
或 其 高 阶 导 数 项 , 不 包含 u 关于 + 的 任何 其 他 导数 项 . 我 们 建立 如 下 系数 表 7.3, 其 
中 第 一 行 是 方程 (7.4.36) 中 各 险 导 数 的 系数 ; 第 二 行 (5) 通过 计算 消去 第 一 行 (a) 
的 鱼 磺 第 三 项 (c) 消去 第 二 行 (bp) 中 的 2 项 ; 第 四 行 (a) 消去 第 三 行 (c) 中 


的 -部 二 一 上 辕 项 , 表 7.3 中 的 四 阶 导数 项 均 为 零 


表 7.3 推导 修正 偏 袜 分 廊 程 的 系数 表 


计算 过 程 及 方程 编号 -全 
aAt? 
TB 
- 贷 副 四 + 全 = 铭 a 
它 
-2 人 + 处 = 四 0 
3 Ba) + (0) = (0) 0 
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计算 过 程 及 方程 编号 2 

(0) ° 
- 筑 吕 加 + 人 = 鸭 0 
-= 0 


区 四 + 四 = 加 


Ou Ou al? D3 


0= 一 十 4 二 十 一 一 (2 十 7 ) 二 一 


.37 
Dt Ox 12 人 ) 


Dr 
其 中 > = 学 . 
例 3 考虑 Lax-Wendroff 格式 (7.1.23) 式 , 即 
2 一 UR AF UR UN U1 : 
At 1 2h 2 = (7.4.38) 
的 收 正 偏 微 分 方程 . 


解 将 在 fmh,nAt 处 展开 成 Taylor 级 数 后 代 人 Lax-Wendroff 格式 中 , 整 


理 得 
0 二 Un 一 全 tl Wm A At Um 一 2 + U1 
At 2h 2 下 
1 Bu A APO Alidiy AS Hu ™ 
tf 人 
BH 2 6 a od a 10 0 
a op Ou RO ™ 
Ox 3Br3 00 pr 
At (au) Mo Pe)? 
Br" i207 " 120 0 , 


(这 (全 (全 
drt/,, ”下 m 2 \ Bt 2 \ax2 


A ( 爱 ) ah2 (过 ) A dy a2ph2 Ai 本 


Sl + oe lg) + a Br a 有 0007.4.39) 


其 中 方 括号 部 分 为 零 , O(5) 表示 5 阶 和 5 阶 以 上 的 导数 项 . 建立 系数 表 7.4. 
由 第 (四 行 可 得 Lax-Wendrof 格式 的 修正 偏 微分 方程 


2 Ou 内 > 0 
D = + as 十 (1 一 "7?) 3 (7.4.40) 
由 第 (hh) 行 可 得 含有 西 阶 导数 的 修正 偏 微分 方程 
从 Du h2 D3 h2 D4 
0 = 时 ta + 0 一 站 - rl 一 2) (7.4.41) 
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表 7.4 推导 Lax-Wendrof 格式 的 修正 偏 微分 方程 的 系数 囊 


计算 过 程 及 方程 编导 
(0) 


-等 区 全 + 四 = 四 


a a) + (6) = (0) 


AE Zr00) + (0) = (4) 
- 鱼 六 (0) + (0) = 人 


a FS) + (0) = 全 


-= 全 


e+) = (hn) 


2 22 
一 人 每 高 +o = 


2 pe) + (h) = (0) 


“从 a) + (0) = (0) 
- 逢 名 四 + 二 = 四 
A s+ (0) = 0) 


A + 1) = (a) 


br” DE 


SAE 0 + (9) = (mh) 


87.5 KKDYV 方程 的 差分 格式 


KdYV 方程 是 Korteweg-de Vries 方程 的 简称 , 最 初出 现 于 浅水 波 的 研究 中 , 用 来 描 
述 流 体 中 的 单 向 波 传 播 的 数学 模型 , 后 来 人 们 认识 到 kKdV(Korteweg, de Vries,1985) 
方程 可 用 来 描述 等 离子 体 中 的 磁 流 波 和 离子 声波 , 液 、 气 混合 物 中 的 压力 波 等 各 种 
物理 现象 , 是 一 种 基本 的 非 线 性 动力 学 方程 . 

一 维 KDY 方程 为 


所 
to teas™0 (7.5.1) 


它 具 有 频 散 的 特性 , 许多 常见 的 格式 均 可 用 来 计算 . 
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1, 蛙 跳 格式 
Th 二 一 1 下 59 1 — Dan nn 
od + ern 全 0 075 


其 中 去 , = i 十 只 十 中 六 是 中 心 差分 算 子 即 如 = 由 一 截断 误 
差 为 OUAt + hz2Y. 稳定 性 条 件 为 


4 
r max (em 十 小) 志 1 (7.5.3) 
这 里 r= 对 
2. 吏 点 格式 
当 m 十 n= 偶数 时 
1 1 
下 
当 mm 十 n= 二 奇数 时 
1 1 
Un = 了 (et 一 20 + Wp) (7.5.5) 


其 中 j= 等. 格式 具有 二 阶 精 度 , 稳定 性 条 件 为 


28 
ou 一 入 执 ] (7.5.6) 


T 


3. 分 裂 格式 

将 对 流 项 和 频 散 项 分 裂 后 独立 计算 , 对 流 方程 络 + au 癌 = 0 可 用 迎风 格式 
或 Lax 等 耗 散 格式 , 频 散 方程 费 + 8 多 各 = 0 可 取 一 般 格 式 如 中 心 差分 格式 、CN 
将 式 等 .例如 对 流 方程 取 Lax 格式 , 频 散 芳 程 取 时 间 前 差 空间 中 心 差分 的 格式 , 则 得 


Th 1 1 
Wm 一 Dm 十 Wh 1) 一 retjm+l 一 天 1) 


了 .5.7 
ntL 各 1 Br Df ( ) 


Um 一 型 rm 一 = {Gn 和 7 十 到 1 
精度 为 O{At + h2). 稳定 性 条 件 用 (7.5.3) 式 . 当 8 较 大 时 , 频 散 项 饮 # 起 重要 作用 ， 
如 该 项 用 旺 式 格式 , 要 求 At ~ Az3, 而 用 全 隐 式 增加 计算 量 , 为 此 可 采用 半 隐 式 格 
式 


1 1 Hr 一 也 一 
m= Um rf 2 5) 


这 是 一 个 三 层 隐 式 格式 , 稳定 性 条 件 为 


i 


realulsl {7.5.9) 


.304 . 第 七 章 双 其 型 方程 


87.6 一 阶 双 曲 型 方程 组 
$7.6.1 特征 形式 


考虑 BU oF(U) 
ou Or) _ 7.6.1 
Ot dr © 人 ) 
或 Br BU 
0 25 62 
pr (7.6.2) 


其 中 = (ul, wa Ema) 是 列 问 量 ， FD) 是 0 的 遇 数 , 4 = 入 是 Jacobi 短 阵 . 
如 时 上 述 方程 是 双 曲 再 方程 组 , 则 #4 是 入 x MM 窍 阵 , 是 有 个 线性 独立 的 实 特 
征 值 1, ,Am 从 而 必 存 在 一 个 非 奇异 矩阵 PP, 使 得 


入 1 
Na 
A p-1Ap (7.6.3) 
Anr 
于 是 可 将 方程 (7.6.2) 化 成 特征 型 方程 组 
Po AP = PQ (7.6.4) 


”矩阵 P 的 元 素 mi 可 由 左 特征 值 对 应 的 特征 行 向 量 { 左 特征 向 量 ) 构成 , 或 由 右 特 
征 值 对 应 的 特征 列 向 量 (和 石 特征 向 量 ) 构成 ,只 有 双 曲 方程 组 才 有 可 能 化 成 特征 型 ， 
{7.6.4) 的 分 量 形式 为 


du; Bu; 。 
Dp ( 徐 + 和 = i (1.6.5) 
| pe a Oz 
其 特征 线 为 2 
= 入 i=1,2.00. ,MM (7.6.6) 


可 以 证 明 , 方程 组 (7.6.2) 的 解 的 小 找 动 在 x,t 平面 上 是 沿 MM 族 特征 线 传播 的 , 也 
即 小 扰动 以 特征 速度 入 ,Xs,…. ,和 Am 传播 . 当 和 i > 0 时 向 +z 方向 传播 , 当 和 < 0 
时 间 一 z 方向 传播 . 根据 特征 线 , 可 以 明确 边界 条 件 的 提 法 . 若 求 解 区 域 为 0 < zz < 
,0 十 , 在 左边 界 x=0 处 , 设 入 中 有 + 个 为 正 , 则 在 左边 界 上 特征 线 有 "条 在 
界外 , > 个 特征 关系 失效 , 这 时 应 在 左边 异 补 充 > 个 边界 条 件 ; 反之 , 在 右边 界 > = X 
处 , 知 和 中 有 s 个 为 负 , 则 边界 上 有 s 条 特征 线 , 在 右边 界 处 , 这 s 个 特征 关系 失 
效 , 这 时 应 补充 s 个 右边 界 条 件 . 


87.6 一 和 阶 双 有 曲 型 方程 组 


例 1 将 … 维 定常 无 粘性 流动 


化 成 特征 卉 方程 组 , 其 中 e 为 音速 ,p 为 密度 , p 为 压力 , 4 为 速度 . 
解 ” 方 各 (7.6.7) 可 写成 


i QU 
EE 
其 中 
a Eh p D 
=| A=|0 ww 3 
了 0 pe 二 
矩阵 4 的 特征 值 为 
Ai= 和 0 Mu A3=+e 
对 应 的 特征 行 向 量 为 
五 全 (0, ~—pc, 1), i 三 (—e2,0, 1), 13 一 (0, po, 1) 
于 是 
u—c 身 0 0 —pe 1 
真 二 0 Ln 0 ， =|-e 0 1 
0 0 wie 0 pe 1 
由 于 


lA=Al, i=1,2,3 
用 上 左 乘 (7.6.8) 式 得 
> (我 + 各)=0 i = 1,2,3 
因此 特征 型 方程 组 为 
-poc( 章 + -QO 芒 ju+ (条 +e-o 襄 )o=0 
-o( 训 +v 语 )p+( 训 + 全 )p=0 
pe| 吕 + wt 其 |u+ | 昌 +a+o 训 ja =0 
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(7.6.7) 


(7.6.8) 


(7.6.9) 


(7.6.10) 


(7.6.11) 


(7.6.12) 


(7.6.13) 


(7.6.14) 


(7.6.15) 
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例 2 将 二 阶 方程 六 六 
让 也 
5 一 2 =0 (7.6.16) 
化 成 特征 型 万 容 组 
解 令 台 =- f， 凌 & = g, 则 (7.6.16) 式 可 写成 
好 + 各- Gan 
其 中 | 
本 
如 一 1 0 
德 阵 4 的 特征 值 为 
1 1 
入 1 一 也， Aa 二 一 
对 应 的 特征 行 向 量 分 别 为 
= —1) b= (8 1) 
从 而 


1 
了 上 0 一 ] 

A= | 1 |, P=|" (7.6.18) 
DO 一 寺 让 1 


[7.6.19) 
§7.6.2 差分 桔 式 


前 面 讨论 的 对 流 方程 的 差分 格式 均 可 用 于 一 阶 双 则 型 方程 组 . 
1. 特征 型 差分 格式 【一 阶 迎 风格 式 】 


沿 特征 线 上 的 网 格 对 特征 型 方程 组 的 每 个 方程 分 别 差分 . 如 采用 迎风 差分 格式 ， 
网 (7.6.5) 式 的 差分 格式 为 


[和 5 Cj) 
Ds et 


十 | 和 i sh + ， + Cm (gq) | =0, i=1,.- (7.6.20) 
其 精度 为 一 阶 . 为 求解 未 知 量 (wj)%11,j = 1,… , MM, 需要 求解 联 立 方程 组 . 当 Xj > 0 
时 , (7.6.20) 式 即 为 左 偏心 格式 ， 当 入 ; < 0 时 , 为 右 偏心 格式 ，CFL 条 件 为 At < 
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FaxT- 其 中 X 为 特征 值 将 对 流 方程 的 一 些 主要 格式 用 于 方程 (7.6.1) 可 得 如 下 
的 一 些 格式 . 
2. 中 心 差分 显 格式 


Un Un POR) ~ PUUS) 


At 3h = Ym {7.6.21) 
其 精度 为 O(At + R?), 绝对 稳定 . 
3. 中 心 差分 隆 格 式 
Urti Ur FUmA)— F(UND) nn 
A 十 一 人 Qt [7.6.221 
其 精度 为 O{At + hy, 绝对 稳定 . 
4. Lax-Wnedroff 格式 
根据 Taylor 展开 
nl mn BUN® AR /BUN 
BT 一 十 (过 ) 7 ( 琵 ) 十 OME) (7.6.23) 
丸 由 {7.6.1) 式 得 
a2U 8 faF 0 fF BU 日 f BF 
有 一 页 ( 芝 ) -一 责 (天 珊 ) -Bz (4 党) (7.6.24) 
代入 {7.6.23) 式 并 略 去 高 阶 量 , 得 Lax-wendroff 格 式 
ntl ppm oF " A OFY” 
Et 一 pm At ( 芝 ) + 二 (a) (7.6.25) 


将 孵 及 茵 (4 名 ) 均 以 中 心 差分 近似 ,得 


Tl 1 At Th 了 从 经 下 性 Th 豆 ?1 这 
Et+1 一 EL 一 5 了 CEm+1 一 Fi%_1) 十 p23 mn (Fr — FR)— (Fm 一 天 
(7.6.26) 
其 中 4* ，， 可 取 
了 十 训 
A 一 AKC 
了 1 n 所 
3rz 士 去 一 5 (Um 十 U1) (7.6,.27) 
或 
1 
A (7.6.28) 


精度 为 OLAE + 2), 稳定 性 条 件 为 At < ma XT 


hh 
BN |As 
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5. Lax_-Friedrichs 格式 


Uatli pn FUR NN) FUR At ) — 9Un Un 
人 十 Tt) Tm) 一 A = (7.6.29) 
2 nh 
精度 为 CIAt + h2), 稳定 性 条 件 为 At < ET 
6. 两 步 Lax_Wendroff 格式 
Sr A A ‘7.6.30) 
Unt? = Un — H(t — Prt!) 
7. MacCormack 格式 
采用 两 步 预 测 校 正 格 式 
预测 A 
Um = Un (Pn — Fa) (7.6.31) 
校正 
A 
Dntl 一 可 n+1 一 (Eat — Frnt!) {7.6.32) 
计算 
LI 7 有 十 
Prm+i 一 2 (7.6.33) 


预测 步 也 可 用 空间 前 差 . 当 (7.6.2) 式 中 的 4 为 常数 矩阵 时 , 格式 (7.6.31D)~ (7.6.33) 
可 写成 
预测 


At 
Ut = Um — A m+ — Um) (7.6.34) 
校正 A 
Untl 一 Dnti— ADat — Dt) {7.6.35) 
计算 i 
ntl Um + Um! 
Ut = (7.6.36) 
不 难 验证 , 这 时 格式 即 为 Lax-Wendroff 格式 (7.6.26) 在 4 为 常数 时 的 特例 , 即 
国 nn AtA, n At2 A 
Un Un or Ua- UD) + (UN 2UR UR) (7.6.37) 
8. 交错 网 格 法 


对 于 舍 有 多 个 未 知 函 数 ， 可 以 构造 交错 网 格 差分 格式 , 例如 对 两 个 未 知 数 的 方 


程 组 
Qu _ 全 一 f 
(s (7.6.38) 
各 -? 庆 =9 
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其 中 a > 0. 可 以 将 wv, fg 放 在 不 同类 型 的 结 点 上 , 如 


所 Ti 十 吉 妃 十 直 n+1 
Unt? Dm © mt Hm 


然后 对 两 个 方程 分 别 用 落 形 差分 格式 , 得 到 


1 nl _ nn _ 呈 Ln 中 二 可 — nt 
pr 一 (7.6.39) 
] ，Pa 汪 村 十 1 王 十 上 Qt nl tl ， 1 
AT lm 一 了 rr ) 一 Rr 一 Un) gt 
两 ,Pa 十 | m+ n+l 十 ] ,nt+] 玉 十 二 + 土 +1 
， 2 mt ,nt 站 2 ' 2 2 
m+l 月 十 1 
PE 


图 7.7 交错 网 格 差 分 格式 的 网 格 点 
网 格 点 如 图 7.7 所 示 , 其 中 第 -个 方程 在 (m+,n 十 雪 ) 处 建立 差分 格式 , 第 
二 个 方程 在 (m,n + 1) 处 建立 差分 格式 , 系数 矩阵 的 特征 方程 是 


2 2 
2 At 
+ (各 


一 2 A+1=0 {7.6.40) 


由 此 得 稳定 性 条 件 为 祭 < 南 . 若 方 程 在 (m,n) 处 上 用 莹 形 公式 , 仍 有 同样 的 精度 
与 稳定 件 , 但 是 三 层 格式 . 


87.7 二 维 双 曲 型 方程 


考虑 二 维 双 曲 型 方程 
Ou 十 Ou du 二 从 了 
Rar (177) 


通常 假定 z,y 的 网 格 步 长 相等 , Az = Ay = 六 分别 用 下 标 j, m,n 表示 x,y,t 的 网 
格 点 指标 . 

1. FFF 型 显 式 格式 {ai > 0,as > 0) 

一 阶 全 导数 均 用 回 前 差 商 近代 


wh = (nt rd ) uy, {7.7.2) 


Im 
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其 中 居 = 站 请, ma = oz 和 伟 , 研 和 6+ 分 别 为 z 和 方向 的 一 阶 向 前 差分 算 子 , 妈 
te 7 = 4 1 om UF m (7.7.3) 
和 jm 一 mt 了 

格式 (7.7.2) 的 精度 为 O{At 十 hh). 令 二 vreioihtezmh) 代 人 (7.7.2) 式 中 得 


vtl 一 i1— rileioih 一 二 一 rafeir2h 一 yj 


=[1+ri(l—cosah)+ ra(l — eos oah) ~ ir sin oh + ro sin ooh yy 
于 是 增长 因子 为 
G=1+n(l cosmn)+t+ra(ll ~ cosoah) — dr sin oh + ra sin ooh) {7.7.5) 


由 Gl 所 所 1 解 得 稳定 性 条 件 为 "] 十 r2 所 1. 当 r| 一 ra 时 ， 为 阅 二 ma 所 #. 
2. Lax-Friedrich 格式 


(7.7.4) 


1 
UT rm 2 (Wmtl 十 UT m1 十 UE 1m 十 Wim) 
At 
UD 一 下 下 un 一 烛 王 
了 十 1 .5 了 一 了 YL 了 ,PE 十 工 由 的 一 卫 一 76 
CI 十 dh 0 (7.7.6) 
也 是 -- 阶 精度 格式 , 增长 因子 为 
1 
GQ 一 5 {Cos Gih + cosgah) ~ ir1 sin oh + ra Sin ooh) (7.7.7) 


稳定 性 条 件 为 72 二 r2 友 让 这 比 一 维 Lax-Wendroff 格式 [7.1.8) 的 稳定 性 条 件 严格 . 
3. Lax-Wendroff 格式 
将 Taylor 展开 式 (假定 方程 (7.7.1) 的 解 充分 光 背 ) 


Ou” At /Duy 
n+1 _ ,in .| 二 一 3 
Um = Upm + At (多 ) 十 3 ( 员 ) 下 CAt | (7.7.8) 
中 的 时 间 导 数 用 空间 导数 代替 
2 ou 0 (7.7.9) 


(7.7.10) 


2 
Dy? 
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空间 导数 用 中 心 差分 近似 , 得 
riT2 


网 站 一 | 一 开 吕 一至 到 十 二 (卫士 但 各) + 二 jg (7.7.12) 


J 


这 里 如 和 经 分 别 为 和 3 的 二 阶 中 心 差 分 算 子 , 吕 和 可 分 别 为 z 和 gy 的 一 阶 中 
心 差 分 算 子 ， 且 


BOre 一 


全 i 
mn 二 7 一 l,m! ph Ujimtl Ui m1 


Tn 了 十 1 
显然 显 式 格 式 (7.7.13) 是 一 个 二 阶 精度 格式 , 增长 因子 为 


G=1—r7(l— cosah)— ri{1— cosgah)+rirz sinoik sin gah — ilr1 gin oih t+ rz sin oah) 
(7.7.14) 


一 刀 全 


(7.7.13) 


稳定 性 条 件 为 |r,| < 3 pot lrz| < pk 
当 ra = 0 上 时， (7.7.12) 式 变 为 一 维 Lax-Wendroff 格式 ， 即 (7.1.24) 式 , 但 车 
由 (7.1.24) 式 直 接 推 到 二 维 , 即 


2 
n 和 7 rT i 
wp 二 mn (号 十 过 | Wjm 十 (+ Gs) Ujm (7.7.15) 
其 增长 因子 为 


G=1— rfl— cosoh)— ri(l ~ cosooh) — i(ri sinah + r2 sin ooh) {7.7.16) 


可 以 证 明 该 格式 (7.7.15} 是 不 稳定 的 , 这 说 明 一 维 差分 格式 推广 到 二 维 或 三 维 并 不 
是 直接 的 . 
4. Wendroff 格式 


€ 十 ;0 十 中 过】 (4 十 30 十 人 unt 
一 @ 十 (1 一 rd ) + + 3(1— 中 7 (7.7.17) 


其 中 大 和 于 分别 为 > 和 ”的 一 阶 前 差分 算 子 , 即 本 好 = 好 jm 一 中 mw; 时 一 
1 一 am 该 格式 的 增长 因子 为 


下 cah 
a (cos 他 一 和 3 sin Jeos 2 一 zrT1 Sin 2 
en ho tn) (7.7.18) 
COS 十 i72 Sin -3 儿 cos 十 21 Sin 本 


是 无 条 件 稳定 的 ， 式 中 包含 8 个 网 烙 点 上 的 值 , 如 果 边 信条 件 已 知 ' 则 可 以 显 式 计 
算 UW 的 值 , 即 


(1 一 r1)(1 一 ra) 


nl 十 
LL = 1 一 型; Ty 
jt+1lmt+l 一 + l(a i411, 3 Hy mt1) {1 +ri)ll 十 ro) (uj mt 


+(1 — ri)(p mt = 0 ) (7.7.19) 


1 
WPT mm) 
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5, Crank-Nicolson 格式 


wi un 1 wim — Wm 0 1 
At 2 1 2h 2 2 
1 | mm zy 1 me | 一 UP rm 
二 Fm me 0 {7.7.20 
2 (a 2h + 0 oh t ) 
或 
CC 生 一 全 (全 二 到] 好 


(7.7.21) 
该 格式 的 截断 误差 为 OLAf? 圭 h2), 增长 因子 为 
1 i hi singah 
G= RR (7.7.22) 
1 十 i Sin gl 记 十 i sin oan 
由 |GP = 1 知 格式 (7.7.20) 无 条 件 稳定 . 
Lax-Wendroff 格式 , Wendroff 格式 及 Crack-Nicolson 格式 的 网 格 点 如 图 ?7.8 所 


示 - 


$7.8 两 步 交 替 方向 ADI 格式 


当 用 隐 式 格式 求解 方程 (7.7.1) 时 , 要 求解 的 二 维 抛物 型 问题 的 代数 方程 组 有 较 
宽 的 带宽 . 如 抛物 型 问题 一 样 , 可 以 用 交替 方向 隐 式 格式 . 
考虑 CN 格式 (7.7.20) 或 {7.7.21). 若 在 (7.7.21) 两 边 加 减 适当 的 项 , 则 可 写成 


(0 


00 (up 一 他) (7.8.1) 
最 后 一 项 是 O{A#3) 项 , 去 掉 就 得 一 个 关于 时 间 和 空间 均 为 二 阶 的 一 个 差分 格式 
(CT aa 
该 格式 称 为 Beam-Warming 格式 , 通常 写成 ADI 形式 
(1 + 车 ) 可 ut = (1— 4 (1- 0) (7.8.3) 
(1+ 0 让 一 可 (7.8.4) 


Beam-Warming 格式 的 增长 因子 为 


a (1 — i sin oh)(l ~ i sin csh) (7.8.5) 
(1 + 时 sinoh)(l + i 于 sinozh) 


857.8 两 步 变 蔡 方向 ADI 格式 + 313+ 


jtlmtl,tl 
j+ lun, 
lml,t (a) md mb 
Ha+lHH 
lmt+l1,i 
Lint 加 1 本 -1 
图 78 三 种 格式 的 网 格 点 
由 IGj = 1 知 , 该 格式 无 条 件 稳定 . 
若 在 (7.8.2) 式 两 端 减 去 
+ 了 8 (1+ 卫 0) 人 (7.8.6) 
则 (7.8.3) 式 和 (7.8.4) 式 可 写成 
(1 十 二 吕 ) Sunt 一 (-3 0 3260) wpm (7.8.7) 
(1+ 00) 53 = 09 (7.8.8) 


其 中 Gus m 一 Up 和 Um 该 格式 称 为 5 公式 . 
对 Lax-Wendrof 格式 , 也 可 以 写成 两 步 的 形式 .对 一 维 情形 , Lax-Wendroff 格 
式 (7.1.24) 可 写成 (m= or =a 全 
nt 一 7 n ri(1 十 1) 


um ri (7-8.9) 
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两 步 形 式 为 
wt 3(u mt + wR._1) 一 二 (于 + BT an (7.8.10) 
Do (7.8.11) 
这 里 引进 了 中 间 值 wi. (7.8.10) 和 (7.8.11) 式 的 合成 结果 为 
urtl sw (um aa 十 世 1 (ee 一 2 十 [7.8.12) 


4 
该 式 相 当 于 步 长 为 2h 时 的 (7.8.9). 若 将 100 1D) 写成 下 式 


十 1 了 
四 二) 一 (7.8.13) 
1 站 
ul = re (7.8.14) 


后 再 合成 即 得 (7.8.9) 式 . 
对 于 二 维 情形 , 类 似 于 (7.8.10)~(7.8.11} 式 , 有 


~ 加 吕 rT 
好 如 一下， 一 开 ( 季 + 7 jzm 一 了 (好 + 6 uym (7.8.15) 
= (6 十 并) 宫 机 一 2 二 二) 证 太 (7.8.16) 
其 中 
mp 1 nn TL 性 1 
人 (二 (7.8.17) 


若 r = rz, 则 稳定 性 条 件 为 Im 上 |m| < 访 (7.8.15)~(7,8.17) 式 等 价 于 步 长 为 2At 
的 公式 . 对 单个 At 步 长 , 有 


TL 
mm rm 2 去 rm mt on {7.8.18) 


jm 
n+l on Tn 十 寺 1 十 二 ni n+ 
Wm Wm mn) ~ ra (Uy mt — Vm) (7.8.19) 
其 中 
1 
Hh 人 1 
Wm = Tm tn [7.8.20) 


车 ri = ra, 稳定 性 条 件 为 rij = frs| < 坊 公式 (7.8.15)~ (7.8.17) 式 或 (7.8.18)~ 
(7.8.20) 式 最 初 由 Richtmyer 提出 , 通常 称 为 Richtmyer 公式 ，(7.8.18)~(7.8.20) 式 
的 计算 结 点 如 图 7.9(a) 所 示 , 是 苏 形 . Wilson(1970) 提出 了 这 一 公式 的 两 个 变形 , 第 
一 个 称 为 修正 格式 , 使 用 了 不 同 的 平均 , 结 点 如 图 7.9(b) 所 示 , 可 写 为 


n+ 时 1 2 
Uj m = (Um 二 2 二 + Wn) 
了 了 1 Th 人 2 从 
3 (u Wp.m — 3, ml 一 可 (pm 和 Wm) {7.8.21) 
%+ 一 一 + 芋 十 二 他 十 要 
jm Um 一 1 Ca 好 证， ma) 一 73 (mn 一 Wn) (7.8.22) 
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lm tlm 


(ay 旋转 梅 起 


9 


ith) Richtmyer 格 式 (5) 收 正 格式 
盖 中 辣 点 ”和 结 点 


图 7.9 四 种 不 同 格式 的 计算 结 点 


大 ri = r2, 则 稳定 性 条 件 为 Im| = |ral < 志 
第 -- 个 格式 称 为 旋转 格式 , 是 把 图 7.9(a) 中 的 网 格 点 旋转 后 角度 . 可 写成 


i 十 要 了 (oo 十 aa 二 wn ) 
jm 一 4 a 9 十 要 5 一 nn 十 二 ,rm 一 各 i 
or _ i 
4 (up gt 十 人 mm 一 让 7 一 Lm) 
ra i 间 ， 
Tm Wm) (7.8.23) 
util am 一 < 十 各 十 世 n+ nt 十 ) 
和 
了 rn 二 n+ 和 n+ 
一 9 (3 im 十 村 十 也 _i 要"in 十 各 一 mn 一 Uy $m 3) (7?.8.24) 


若 71 = rz, 则 稳定 性 条 件 为 | 关 | = |rz| < 1. 
Werndroff 格式 (7.7.17) 是 一 个 隐 式 公式 , 可 用 交替 方向 来 求解 , 写成 


1 na 1 
1 + | wy L + 3(1— 本 oo (7.8.25) 


1 i 1 n+ ， 
1 + 51+ | UT 一 L + 3(1— ma) | wm (7.8.26) 
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其 求解 过 程 为 先 在 半 个 At 步 长 外 沿 y 方向 求解 , 再 在 整个 At 步 长 处 治 x 方向 求 
解 . 因为 方程 的 左 端 只 有 向 前 差分 算 子 时 和 半 , 也 就 是 说 只 有 两 个 点 值 , 且 其 中 -… 
个 是 已 知 的 初 值 , 所 以 (7.8.25)~(7.8.26) 式 实质 上 可 以 按 显 式 计算 . 


87.9 二 维 守恒 双 曲 型 方程 


考虑 守恒 的 双 曲 型 俩 微分 方程 
Ou _ DHF dg{u) 
的 差分 格式 ， 

1. 两 步 Wendroff 格式 
可 以 写成 

证 一 lumi 十 Min 1 十 全 TomT1 十 WY Lm+1) 

站 Tn nn 了 nn 各 
j++1lr fi 1， ro 一 字 ( 寻 m+ 一 的 1 {7.9.2) 
nn 1 FT 7 TL hr 
UW 一 二 Hn i 万 fm) 和 pa 一 的 1 (7.9.3) 


其 中 证 六 是 中 间 值 . 
别 一 种 格式 【Wilgon, 1972} 是 


了 n 十 当 1 Tt m1 
Wm 一 了 (ur 十 Yim 3 (irim Fim) 
72 Li TE 
-mat Wm ml) {7.9.4) 
各 十 吉 1 To 
jm 一 3 (Upm 二 mt1) 一 m+tl — gm) 
T1 加 
一 痘 (um 十 fir1, m+1 fm 一 fm+1) (7.9.5) 
+1 一 Te 9 十 二 nt nt 
UFm Um 人 (fi $m 一 fym) 一 了 2 (gn, 一 Dm 4) (7.9,6) 
增长 因子 为 
G = 1—itr sinoht+rz singoh)— [ri(1—eosolh)+r2(l ~eos oat) trire sin oih sin ooh] 
{7.9.7) 
令 
1 1 Te nn 
Hr m 一 可 (和 和 mm 十 Wy youn! (7.9.8} 
和 am 一 (和 一 7 {7.9.9) 


1 
pT 可 (和 ma 十 UL 六 1 (7.9.10] 


87.10 二 究 驱 曲 型 方程 一 波动 方程 .317 ， 


则 (7.9.4)~(7.9.6) 式 可 写成 更 简单 的 算 子 形式 


Wm = [et — 00 — THeyg) sm (7.9,11) 
i = i ,/ 一 9 ym (7.9.12) 
Uh = nt J — rbot (7.9.13) 
2. 号 点 格式 
4 一 一 地 吉 1 一 me 人 一 r260 yg mn 
= 也 ( 下 nm 一 1 一 过 ( 弛 m+1 — 97m—1) (7.9.14) 
增长 因子 为 
GO = ~ilr] sinogh 4 ro sin gah) + [1 — (ri sinoah + ra sin gah)2]3 (7.9.15) 
3. 揪 摆 束 点 格式 
地 一 一 2 + royy 60gut) 
= (10) 


增长 因子 为 


1 
G=1— zt sin Cr 让 + ra sinocoah)? 


1 3 
二 ifri singh + ra sin vah) LE 一 41 sin oih + rz sincah)’ (7.9.17) 


87.10 二 阶 双 曲 型 方程 一 - 波动 方程 


前 面 我 们 讨论 了 一 阶 双 曲 方程 (组 ) 的 差分 格式 , 下 面 考虑 二 阶 典 型 双 曲 型 方程 
的 情况 , 首先 讨论 一 维 情况 , 然后 考虑 二 维 或 三 维 情况 . 


87.10.1 一 维 波 动 方程 


考虑 一 维 波动 方程 
2 一 2 7.10.1 
Dt D2 Bur: ( ) 
其 中 a > 0 为 常数 , 我 们 先 用 解析 法 来 求解 . 定义 两 个 新 变量 
去 一作 十 人 一 工 一 人 (7.10.2} 
出 可 将 方程 (7.10.1) 简化 为 , 
Op (7.10.3) 


EB 
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对 (7.10.3) 式 两 次 积分 解 得 
ux,t} = (r+ ot) + far — at) {7.10.4) 


其 中 所 和 名 为 任意 二 次 可 微 函数 . 所 (或 f2) 可 看 作 是 以 +a 回 左 (或 回 右 ) 移动 
的 波 . 直线 + 十 at = cle 为 常数 ) 是 方程 {7.10.1) 的 两 族 特征 线 . 如 图 7.10, 设 两 特征 
线 相 交 于 C, 与 x 办 的 交点 分 别 为 4 和 B, 则 交点 C 处 的 解 & 仪 依赖 于 t=0 上 的 
区 间 4B 上 的 初 值 . 三 角形 4BC 称 为 依赖 区 域 , 底 边 45B 称 为 依赖 区 间 . 若 考 虑 的 
是 经 典 的 Cauchy 问题 , 如 无 限 长 纺 { 一 oo 所 zz 芯 00) 的 振动 , 初始 条 件 为 


Ou 


ulz,0) = plr) = 一 牙 (ZX) {7.10.5) 
由 {7;10.4) 式 得 
f(z) + fat) = pr) -afilr) + ofs(e) = Wt{T) {7.10.6) 
由 此 可 得 
1 1 TT 十 
u(x, t) = a lp + aft) + wz C— ati|+ 元 广 | waé {7.10.7) 


此 即 Dalembert 公式 . 该 式 表 明 ， 在 Crz*,t) 处 的 值 wtz*,t*) 公 依 赖 于 x 轴 上 
由 zx* 一 at* 到 z+ 十 at* 之 间 的 初 值 vw 和光 也 即 仅 由 依赖 区 域内 的 信息 确定 , 而 局 
点 的 解 u(tz*,t") 的 变化 将 影响 到 区 域 I 中 的 解 , 区 域 开 称 为 点 (x*,t*) 的 影响 区 域 ， 
物理 上 , 这 由 通过 求解 区 域 的 有 限 传播 速度 (速度 为 oj 引起 . 


Creat 


全 


图 7.10 微分 方程 的 依赖 区 域 与 影响 区 域 


Blx*tort) 


87,10.2 显 式 差分 格式 
设 时 间 步 长 为 Ab 空间 步 长 为 h, 则 (7.10.1) 式 的 一 个 明显 的 格式 是 


二 1 下 天 一 外 和 Ee 各 
Um 一 2 十 Um 一 a2 Wmtl 2 十 | 


A 人 [7.10.8) 
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截断 误差 阶 为 Q(A# 二 局 ). 下 面 考虑 初始 条 件 (7.10.5) 的 离散 , 一 种 差分 格式 为 
Tyr 一 内 my um 二 rm (7.10.9) 


其 中 第 二 式 是 - - 阶 精 度 . 为 与 方程 (7.10.8) 的 二 阶 精度 一 致 , 引进 虚 网 格 点 w=1, 采 
用 近似 


mm = bm (7.10.10) 
再 令 差 分 方程 (7.10.8) 在 nn ==0 处 成 立 , 即 
Um um + 2 tm mt Dum 十 tm 2 + tm (7.10.11) 
由 (7.10.10) 和 (7.10.11) 两 式 联 立 消去 w=!, 得 
uh = (1 — ru 十 dn + Un) + Atwn (7.10.12) 


这 是 一 个 O(A&) 阶 精度 的 边界 近似 方程 ,再 结合 条 件 wp，= wm 即 可 求解 ， 格 
式 (7.10.8) 稳定 的 充 要 条 件 是 + =a 侍 <1 
例 1 用 Von Neumann 方法 分 析 格 式 (7.10.8) 的 稳定 性 . 
解法 一 将 名, 一 wre = vreiomh 代入 (7.10.8) 式 , 知 增长 因子 G 满足 
G=21—r)+ri(e 十 erioa) 一 个 >1 (7.10.13) 


即 
G*—2 ( — 72 gin :他 +1=0 (7.10.14) 


由 定理 1.5.1 知 , 该 实 系数 一 元 二 次 方程 两 根 不 大 于 1 且 其 中 至 少 有 一 - 根 按 模 小 于 
的 充 要 条 件 是 


h 
EL — 2r? sin? 加 <1 (7.10.15) 


从 而 7 < 1, 此 即 格式 (7.10.8) 稳定 的 充 要 条 件 
解法 二 令 v= 如 ,= e 侣 , 则 二 维 波动 方程 可 写成 


Ou Law 
OE (7.10.16} 
Ou 二 局 Dy 
FR“ 
建立 如 下 显 格式 
wl _ 人 到 Ww Ua 1 
A 一 0 
vn (7.10.17) 
a 
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其 中 2 — yeh ur 下 下 1 
nm . Li a 一 7.,10.18 
1 AT ， Wom -二 四 { } 


将 (7.10.18) 式 代 人 (7.10.17) 式 可 验证 , 显 式 格式 (7.10.17) 与 格式 (7.10.8) 等 价 . 现 
采用 Von Neumann 方法 来 分 析 格 式 (7.10.17) 的 稳定 性 , 令 


Ut 一 2 
代入 (7.10.17) 式 中 可 得 
于 十 工 zn 
| = Go AH 3 (7.10.19) 
其 中 增长 矩阵 局 为 
Go At 二 | '° ,| (7.10.20) 
ic l—e 


这 里 c = 2r si 中 G 的 特征 方程 为 
2-c)A+i=0 
特征 方程 的 两 个 根 为 


(7.10.21) 


h 
A12 = 1 — 2r? sin’ 2 土 i dr? sin? 0 — r2 gin? 本 


两 根 按 模 不 大 于 1 的 充 要 条 件 是 > < 1. 由 于 G 不 是 正规 矩阵 , 故 条 件 > < 1 是 格 
式 (7.10.8) 稳定 的 必要 条 人性. 
为 得 到 充 要 条 件 ,我 们 必 如 下 分 析 令 w = oh, 则 
a | 1 i2ar sin 安 


i i A 
i2r sin 而 1 — Ar’* si 奇 


de 
当 r<1 时 ,w=eoj 关 28r 时 ,由 (7.10.21) 式 知 G 有 两 个 不 同 的 特征 值 , 故 格式 稳 
定 ， 当 <1,w 一 oh 一 2kr 时 , 有 两 个 相同 的 特征 根 入 z=1, 但 


dG | 0 i( 一 1)ky 
do |i[ 一 Der 0 


时-| 日 ir cos 委 


icos 当 —2r2 sin w 


有 两 个 不 同 的 特征 值 +ir. 根据 定理 3.5.6 知 , 当 > < 1 时 , 格式 稳定 。 当 7 = 1 时 ， 
取 吕 = ah = kn, 则 
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有 两 个 实 特征 值 和 .2 = -1 因此 存在 非 奇 异 阵 5, 使 得 


隐 式 格式 近似 有 多 种 , 如 : 


mn 二 +1 得 nl 5 1 
Oe 


At2 
或 CN 格式 


= 一 人 5 
人 2 2 2 十 0 
At2 Zh2 
或 在 i 十 1,n 及 nn 一 j 三 个 时 间 层 的 加 权 格 式 
Utl on + 人 3 
A lu + (1 — 20)63um 二 92 


式 (7.10.24) 的 截断 误差 是 OFAR + 2), 截断 误差 首 项 是 


sa..2.2[ 1 Af? At | Ou 


用 Von Neumann 方法 得 增长 因子 & 满足 


hz | Bx4 
他 一 2 十 二 一 7 leG + (1 20) + 二 | eic or eioh 


其 中 ”= 2 进一步 化 简 , 得 


Cr 1 272 Sin2 2 


2 G+1l=D 
1 十 482r2 sin? oh ) 
稳定 性 条 件 为 : 


(1) 当日 > 才 时 , 无 条 件 稳定 . 
(2) 当 0<0< 时 , 稳定 性 条 件 为 0 < r < 于 上 yp 


nC—1 
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G=5 区 ! 95-1 
0 -1 
从 而 
[ey 上 起 
hs i (—1) | 1 R12 
0 (—1)* 
因 GF 无 界 , 从 而 当 w = 1 时 格式 不 收 敏 . 因此 格式 收 钱 的 充 要 条 人 性 是 x < 1 
口 
$7.10.3 隐 式 差分 格式 格式 


(7.10.24] 
其 中 0 和 8 所 1 当 8= 0 时 , 即 显 式 格式 (7.10.8)， 当 9 = 当 , 即 为 (7.10.23). 和 格 


(7.10.25) 


(7.10.26) 


(7.10.27) 
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$7,10.4 方程 组 形式 的 差分 格式 


1. FC 衬 式 
令 v= 适 , w= 靳 , 则 (7.10.1) 式 可 写成 一 个 一 阶 偏 微分 方程 组 
Bu Ou 
Or (7.10.28) 
dw Ou 
dr 
对 十 式 在 {m,n) 处 , 用 时 间 前 差 空 间 中 心 差分 的 格式 近 杞 {FC 格式 }, 得 
vt 一 1 加 af 1 一 1) 
A 二 一 (7.10.29) 
eS 
A = te {7.10.30) 


用 Von Neumann 方法 来 分 析 稳 定性 . 将 v3 = ziE"exm%, wn = voreiom2( 其 中 4, 上 B 
为 常数 ) 代入 (7.10.29)~ (7.10.30) 式 , 得 


2 i 2 
二 宫 7.10.31 
加 四 人 
其 中 增长 矩阵 G 为 
1 {eo — eiok) 1 ir sin oh 
G= 1,,， 2 = 7.10.32 
ace ~ eiok) 1 |， sin oh 1 | ( ) 
这 里 ~ = at. 9 的 特征 值 为 
和 A 二 1+tirsinoh (7.10.33) 


因 | 扩 ==1 二 sin? oh. 当 oh 关 kz 时 ,|#| 恒 大 于 1. 故人 10.29) (7.10.30) 式 恒 不 


图 7.11 {7.10.29)~(7.10.30) 式 的 计算 结 点 示意 图 


车 将 (7.10.29)~ (7.10.30) 式 中 的 v2 用 平均 值 四 oz& ha + 败 _) 代替 , am 也 用 
平均 值 (ws + at 1) 代替 , 则 不 稳定 的 格式 (7.10.29)~(7.10.30) 变 成 一 个 条 件 
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稳定 的 格式 , 为 
n+1 lin n 中 一 WD | 
i = mt wl) (7.10.34) 
ol1 dion a | 
Ei dm Wm—1) ot Vm 1) (7.10.35) 


通过 分 析 可 知 , 该 公式 的 稳定 条 件 是 > < 1. 该 格式 的 计算 网 格 点 如 图 7.11 所 示 . 
另 一 个 条 件 稳定 的 公式 是 


1 3 他 
Ut yt aa 一 


一 一 -一 一 7.10.3 
At 天 (7.10.36) 
ut tr fen _- 2 十 ) 
mm mt mt .40. 
A py (7.10.37) 
易 知 增长 矩阵 为 
] ir sinoh 
lirsinoh 1—r?2sinioh 
好 的 特征 方程 为 


M2 AQ—risinoh)+l1=0 


由 | 和 az 所 1 解 得 > 所 2 由 于 G 是 正规 矩阵 , 因此 格式 稳定 的 充 事 条件 是 x < 2. 
2. CC 格式 


Util ul aw — wi) 
DAt oR (7.10.38) 
ttl _ wl alvn 1 一 也 _ 
至 ES .10. 
2 2h (7.10.39) 


稳定 性 条 件 为 > = 2 全 < 1 
将 半 步 长 【 盘 ) 型 的 (7.10.34) 式 和 半 步 长 【 委 ) 型 的 (7.10.30) 式 结合 起 来 可 得 
到 方程 (7.10.28) 的 一 个 格式 


十 和 1 网 ，， 
WS A al 一 区 aoa0) 
At/2 .10. 
十 让 nn 十 寺 
Cc 
At hh (7.10.41) 
两 式 组 合 后 就 是 Lax-Wendroff 格式 . 
3. CN 隐 式 格式 
viv a 国 ， nl 1 
At 8 [ Gon Wm ot wt ) | (7.10.42) 
wt — 
a mm 2 人 拉 十 1 。。,, 坟 十 1 
At 2h [om Vm) + (Um 一 ml | {7.10.43) 
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两 式 组 合 后 等 价 于 原 方程 2 = oz 多 和 的 下 列 隐 式 格式 


wt 1 Tie 十 ur! 2 nt1 十 262un 十 ek nO—1 
my mm 1: _ wum Peerm .1 站 .4 二 
了 4h2 人 ) 
其 增长 因子 为 ， 
1 一生 i 
G-=— i | 4 “, (7.10.45) 
1+t+o/4| ia 1 一 当 - 


其 中 a = 2r/ sin 对 .该 矩阵 的 两 个 特征 值 的 绝对 值 都 为 1, 又 G 为 正规 矩阵 , 因 
此 , CN 隐 式 格式 (7.10.42)~(7.10.43) 无 条 件 稳 定 . 


4. 加 权 CN 格式 
uti um a ntl intl wntl — 
人 | aa + Bfw wh ) | {7.10.46) 
wntl i wm 名 入 + I 7 
7 [oon and 二 Ba 一 on) | (7.10.47) 


其 中 @1, 31,92, Ba 为 权 因 子 , 当 aa = 二 0, 记 =0,62 =1, 记 =0 上 式 成 为 


一 
At h 

人 (7.10.49) 
At 下 


(7.10.48) 


易 求 得 增长 矩阵 为 


a 1 (1 — rion) 
加 rl riony 工 一 r2fl 一 eica)fl 一 eic 有 
GQ 的 特征 方程 为 
和 2 一 2 @ -in +1=0 
欲 使 |G| < 1 则 必须 使 +r < 1. 由 于 G 不 是 正规 矩阵 , 故 格 式 {7.10.48)~{7.10.49) 稳 


定 的 充 要 条 件 是 + < 1. 该 格式 类 似 抛 物 形 方程 中 的 Richardson 格式 . 
5. 交错 网 格 中 心 差分 格式 


or (7.10.50) 
Wi 一 MO 一) (7.10.51) 


两 个 未 知 数 _ veti 和 ur 是 在 不 同 的 网 格 点 上 计算 的 ， 在 每 一 时 间 屋 上 ， 由 
[7.10.50) 进行 也 点 计算 ， 而 海 下 的 点 ( 半 整 数 网 格 点 】 由 (7.10.51) 计算 , 均 为 显 式 . 
在 上 节 例 1 中 已 求 得 格式 稳定 的 充 要 条 件 是 r < 1. 计算 网 格 点 如 图 7.12 所 示 . 
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wa 匣 wi 
图 7.12 格式 (7.10.50)~{7.10.51) 的 讨 算 结 点 
87.11 二 锥 声波 方程 
考虑 二 维 声波 方程 


Hw Ou 
Fa 一 A 5 (7.11.1) 
如 求解 区 域 无 界 , 仅 给 出 初始 条 件 
wz ¥) = P12,Y) (7.11.2) 
强攻 一 2 Y) 
即 可 求解 , 这 是 初 值 问题 . 实际 计算 时 , 区 域 总 有 界 , 要 给 定 边界 条 件 , 如 
tft, tr, y) 一 Wi), ut{t, Db, y) 一 walt) (7.11.3) 


wt, v6) 一 Watt), htt, Tb) 一 14 人 


这 是 - 个 混合 问题 , 其 中 假定 > 和 yy 均 在 区 间 [mw 与 上 变化 . 式 (7.11.1) 的 一 个 显 式 
略 式 是 
untl 一 Da Uy 二 wr 


Hj 1 UF Lm 2 rm + UF 1m Ti 二 1 Cn 十 Um 
At? 一 2 " 各 
{7.11.4) 
精度 为 OA + 2), 截断 误差 首 项 是 
二 FA 2 Ou Ou 2 有 

sh ARI — 72)( Fs + Br) Pr =] (7.11.5) 

将 如 二 == zreioriheiosmh 代入 (7.11.4) 式 中 , 并 令 增 长 因子 G = z*+1jzr, 则 有 
G2 — 2[1 一 2r2fsin2 2 十 Sin2 一 = 一 2 -G+1l=0 【7.11.61 


假定 oi = ozh = oh, 刚 其 两 根 为 
A12 = 1 — dr? sin? ~ 十 4/(1 一 dr? sin? ) —1 (7.11.7) 
欲 使 Aiz| < 1, 由 定理 1.5.2 得 稳定 性 条 件 为 fr = 人 !) 


7 未 


(7.11.8) 


S|" 
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这 是 必要 条 件 , 与 二 维 情 况 的 CFL 条 件 相 同 . 由 该 条 件 知 , (7.11.7) 中 的 根 号 为 负 ， 


即 
h h 
M2 = 1 4r?sin’ tifl— dr2gin? 林 


由 此 得 | 六 ?三 1. 从 而 由 定理 1.5.1 知 , 稳定 性 的 充分 必要 条 件 是 r < 方 

格式 {7.11.4) 是 一 个 显 格式 , 其 中 = 0,1 上 的 数据 由 初始 条 件 (7.11.2} 的 差分 
近似 得 到 , 青 结合 边界 条 件 (7.11.3), 就 可 计算 n= 2 时间 层 上 的 所 有 u(x,y,t) 倡 . 

类 似 于 一 维 问 题 , 还 可 以 导出 方程 (7.11.1) 的 隐 式 格式 , 但 这 些 隐 式 格式 通常 森 
实用 . 下 面 考虑 ADI 和 LOD 格式. 

首先 给 出 有 关 ADI 的 格式 . 第 一 个 加 入 隐 式 格式 

i 2 tn 0 + (+20)ur, 十 有 
+r*60[(1 — 20)u3,, 十 26uc7 | (7.11.9) 


二 二 (7.11.10) 
其 中 0 和 8 和 1 可 可 是 中 间 值 . 上 式 可 改写 成 下 面 的 形式 


QO = 2 a + 20, + ou) 


Tm J 
+r°6[(1 ~ 20)u3 + 20u?7 ) (7.11.11) 
(1 — er = 0 {7.11.12) 


这 两 个 公式 的 左 端 都 有 三 个 未 知 数 , 第 一 个 公式 对 应 x 方向 , 第 二 个 公式 对 应 y 方 
癌 , 都 是 分 别 求解 一 个 二 对 角 方 程 组 , 两 式 的 组 合 形式 为 


十 1 TE ni 下 
WT 一 2 mm + Wim = 7?( 拭 十 Sy) lun 士民 一 20)ufm 十 Qu? | 


I 
-ro (uh ~ un) {7.11.13} 


截断 误差 是 O(A&? 十 好 ). 当 8 > 计时 ,格式 无 条 件 稳定 . 


第 二 个 格式 是 
= Zu — tm + [O22 + (1 ~ 20 + Ourr!] 
tr yy wm (7.11.14) 
up = + Or — Qu + ul) {7.11.15) 
组 合 后 的 格式 为 
所 十 1 


一 2 十 ur-l— (62 十 | 十 位 一 20)uF rm 十 Gur 


J 
一 (7.11.16) 
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该 格式 的 精度 也 为 O(h? + Ab). 当 > 至 时, 也 无 条 件 稳定 ， 
Fairweather 和 Mitchell 提出 , (7.11.138) 和 (7.11.16) 是 下 列 公式 的 特殊 情形 


Wt! ur ur = {+ au + bm + eur ns ) 
—6262(dunt! — eur,, 十 at] (7.11.17) 
该 式 的 分 裂 形式 是 
nt = 2unm — Wn ~ (0 + Dus Cut ) 
一 到 [6 - 一 wn 十 ( - ! | (7.11.18) 
OR um + fu) (7.11.19) 


这 里 要 求 a = a2. 利用 Taylor 级 数 展开 可 以 确定 系数 a,b,c,e, 了 的 值 , 为 


二 _ 工 一 人 __! 2 

a=c= jall 7),， $= 6 人 十 5r ) 

_ se_ 1 __l1 2 | dl 

d= f= jtl mr) e= zl + 10r + rr) {7.11.,20) 


公式 (7.11.17)~(7.11.20) 式 或 (7.11.18}~(7.11.20) 式 均 是 OC(At15 + hs) 阶 , 入 定 性 条 
人 忻 是 r < v3 一 1. 
下 面 考虑 一 系列 局 部 一 维 格式 (LODY. 将 方程 (7.11.1) 改写 成 


lBw Bu 
2 Br? (7.11.21) 

1027 By 
262 Oy (7.11.22) 

”在 每 一 时 间 步 长 At 上 , 用 … 维 的 CN 公式 
十 诗 71— 1 
jm SUFm + jm 1 ,nt nl 
A gp (Gt + 6jm ) (7.11.23) 
进行 近似 , 得 , : 
(8) i) = 2 Ca 
六 2 nl n m 十 和 

1— 6 ) (Wm + Uhm) = uym (7.11.25) 


当 (z, 的 求解 区 域 是 方形 时 , 算 子 型 和 如 可 交换 ,(7.11.24) 和 (7.11.25) 可 合成 为 


r? 8 r2 有 ntl n mm 一 1 2 和 2 r2 252|, n 
1— 斌 x i— 可 各 (unm 一 din 十 Uj my 】 一 入 (57 十 2) 一 要 并 Uj sm 
(7.11.26) 
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在 用 {7.11.24)~(7.11.25) 式 求解 时 , 让。 和 wu,, 可 由 初始 条 件 得 到 ,urxs 可 由 
边 值 条 件 和 (7.11.24) 式 得 到 , 这 样 , 就 可 沿 时 间 层 递 推 , 每 次 只 是 求解 两 个 三 对 角 方 
程 组 . 

一 般 地 , 可 考虑 如 下 的 合成 形式 

(1 + ad2){1 十 G82(a 机 一 28 + wt) 一 72[(02 + 62) 十 86262a7 (7.11.27) 


了 一 荆 


要 求 5 = 2 + 守 . 该 式 可 以 分 裂 成 下 面 的 LOD 形式 


， 加 1 ， 

(1 + a62) (un 一 22 + mn) 一 PU (7.11.28) 

62 中 十 去 Th 外 一 二 _ 1 262 性 7.11.29 

(1 十 名 yj, ms 2 mn + Um ) 一 pd Yr ( i ) 
i 1 1 

(1 + ao) (ut 一 2637 + ue) 一 UR, (7.11.30) 


若 a=5= 一 工 , 即 为 (7.11.24)~(7.11.25) 式 . 
车 取 a = 方 一 困 ?， 8 一 寺 其 中 6 为 参数 , 则 (7.11.27) 变 为 


1 1 i Fe 裕一 
lL 十 ( 坪 一 er] 中 + (让 一 0 ) 别 (ul Dut, 十 tr) 
1 ， 
一 [ 低 十 5) 十 3 te (7.11.31) 


取 8= 证 , 得 到 Fairweather-Mitchell 格式 . 可 以 证 明 , 当 0 > 于 时 , (7.11.31) 式 对 所 
有 的 + > 0 都 稳定 , 其 局 部 截断 误差 为 当 8 = 方 时 为 DAt + he) 阶 , 当 大 广 时 
为 DAH 二 jd 阶 . 


87.12 弹性 波 方程 
87.12.1 二 锥 弹性 波 方程 
二 维 弹性 波 方程 可 表示 为 
冤 - 才 [9 全] 
CA 


这 里 4 为 x 方向 的 位 移 , v 为 z 方向 的 位 移 , p 为 密度 , 和 ,4 为 Lame 参数 . 利用 应 
力 张 量 和 Hooke 定律 , 将 方程 组 {7.12.1) 写成 


六 


(7.12.1) 


,0 raa | Lg 

| Hf ( “ ) (7.12 2) 
A do ey 本 
rae ( dx Hz ) 0 


7.12 弹性 波 方程 


其 中 


Ou dv 
Car 一 (A + 2p) 5. + A 可- 


Ou Ov 
傈 zz 三 4 十 (六 十 24) 5 


29， 


(7.12.3} 


用 交错 网 格 进行 离散 , 即 关于 位 移 u 的 方程 在 (i,j) 点 离散 , 关于 位 移 的 方 和 
在 人 + 了 了 + 5) 处 离散 . x,z,t 的 离散 步 长 分 别 为 As, Az 和 A5 则 方程 (7.12.1)~ 


(7.12.2) 式 的 空间 二 阶 精 度 的 差分 格式 为 


nti _ oum pour-l Tr Tr Tz | — Tr 
i Pt 


pes 一 一 一 一 一 和 一 二 一 
| 六 AAT 太 z 
丸 十 上 Tm 只 一 了 也 立 
DU sl jl 
ES dS dN 
站 i 十 浊 ,j 十 得 册 丰 由 个 
_ 证 空 
二 计 查 二 1 了 二 -0 
A 


其 中 TI 一 gy, 了 rz 一 CTrr， 了 3 一 加 ze。 再 对 {7.12.3) 进行 离散 


2 1 
Wl OO— Dy 1— VY) .1 
TE” 一 (AT2H) 1 it 十 入 -33 计生 一生 
0 
名 __ 人 vy nn 
Tazz 一 Hb 和 HL 一 多 了 |， -计生 5 二 
9 十 言 十 委 上 十 二 


WEL, 一 Why 
了 AN A 


由 {7.12. 和 ~(?.12.7) 武 即 可 得 wj 和 vi 3 ,43 的 计算 公式 , 为 

+ 一 1 上 

让 一 246 一 ti 一 Pi A 人 2 [(A 十 2 (1 一 Wey) 
TA 一 久生 和 】 
一 十 224) Dy 一 Wi 1 一 Ai 一 2 一 


A 
PiiAT 


3 
Hi (1 1 — UEj_1) — A 一 1 和 让] | 


nk a 
人 


(7.12.4) 


(7.12.5) 
{7.12.6) 


(7.12.7) 


A [pases (uy 于 


(7.12.8) 
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站 
本 i 人 ,一 和 中， 
1 一 2 VI Br LAr? | aa 人 
十 呵 ] 
， 四 人 
Tal 人 和 二 je 
人 人 
Ht 中 


入 
i 二 信人 AZ 
十 (和 十 2p)5r 47440 


Ait tl 


一 中 一 人 人 十 2 和 一 


FL nh 
| Mit Bit1(iL jt1 一 1 


足 全 
DEF Ut) 


op 8) 7.12.9) 


格式 (7.12.8) 和 (7.12. 男 是 时 间 二 阶 空间 四 阶 精度 的 烙 式 . 下 面 用 Von Neumann 


方法 来 分 析 格式 的 稳定 性 ， 若 介质 均匀 , 设 Az = Az = 有 将 fw,o]7 


Be2eicszlTeiet 代 人 方程 {7.12.8) (7.12.9) 式 中 , 得 
2 At At 十 如 in2 下 二 ,2 02h 
#1 Bin 了 na 5 十 Pi 5 91 
A 入 十 28 . gmh . Do 六 
十 na | b S1n 5 sin 全 | 2 
2 WAt _ At 入 二 24 。 2 02h 品 ， 2 Sih 
go sin -了 = 厌 SIH 2 To 了 ga 
人 A+2n .oh .ooh 
+ Sn SN Hy1 
记 
生生 [+ 24 gin2 orih 203 
b= ——— an + 
» A FA+ 2 ; oh 。 ouh 
12 一 六 | Sin D 3 
_ AE [+24,, in2 22 2 1 
2 | 2 + ps 字 | 
出 (7.12.10)~(7.12.11) 式 可 写成 
al ba| | or in? wat | gn! 
bz1 baz | 192 2 | ont? 
和 矩阵 B = (bi,;) 的 特征 值 为 
CAt 人 
一 A(o1) + 42tcz)， 一 人 vA2(o) + A2{c2) 


其 中 A(g) = sin SF, CO 


二 [gs il ?， 


(7.12.10) 


(7.12.11) 


(7.12.12) 
(7.12.13) 


(7.12.14) 


{7.12.15) 


= 2 省 丝 ,C, = 总 注意 B 是 实 对 称 矩 阵 , 故 在 均匀 介质 情 


况 下 , 当 Az 一 Az 一 所 时 ， 原 格式 (7.12.10}~(7.12.11) 式 稳定 的 充分 必要 条 件 是 


CA 
h 


4 = max(Cp, Cs) 
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若 介质 非 均匀 , Az 关 Az, 则 可 采用 能 量 分 析 的 方法 , 可 求 得 稳定 性 的 充分 必要 条 件 
为 


87.12.2 伪 说 法 


伪 谱 法 即 是 用 快速 傅立叶 变换 来 计算 空间 导数 , 用 差分 法 计算 时 间 导 数 的 一 种 
弹性 滤波 场 模拟 的 有 效 方法 , 而 且 还 可 以 推广 到 其 他 类 型 的 方程 计算 . 考虑 二 维 横 
同 各 同 同性 介质 中 的 弹性 波 方程 , 即 


D2ur 人 避 Hur Puy 好 Bu ur 
por = Be C1 十 Cc 十 二 -| ca + |)|+pfs 


下 Dx 3 gr Hx dz 
其 中 p 为 密度 , uz,ws 分 别 为 z 方向 和 z 方向 的 位 移 , CQ, Ca C33, Ca 为 弹 社 常 
数 ， 天 ,fs 分 别 为 震源 的 水 平和 垂直 分 量 . 对 方程 (7.12.16) 中 的 时 间 导 数 用 二 阶 中 
心 差分 格式 近似 , 可 得 


t+ AD = 20s -wl AD + EA) 
,ol 十 Ce 串 十 大 

va (t+ AF) = 2us(t) — wslt — At} + 和 [cet ed 十 下] 
二 ca 人 的 -os oO | + (7.12.17) 


其 中 At 为 时 间 步 长 . 在 伪 谱 法 中 , au 对 rz 的 导数 都 是 通过 快速 博 立 叶 变 换 来 
实现 . 例如 对 函数 Fe), 可 如 下 来 计算 其 一 阶 导数 , 因 


五 (cu) = / flr)e Td 
其 中 F(w) 为 f(z) 的 傅立叶 变换 , 所 以 玫 的 傅立叶 变换 为 (iw)F(w), 从 而 
区 = / (Ci) Flw)eora, 


下 商用 傅立叶 级 数 方法 的 思想 来 分 析 伪 谱 法 的 稳定 性 条 件 . 对 (7.12.16) 式 中 
的 z 和 > 分 别 作 空 间 傅 立 叶 变换 , 并 令 a;; = c;j/p, 则 有 
OU 
2t2 
82U。 
Of2 


—(onk? + aaaki Us — {a1s + oqa) kyks UT, 


一 一 [asd 并 十 Qask2 7 一 (013 十 Gad kr kot (7.12.18) 
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-一 - 


其 中 ED 分 别 为 wz, ws 对 z,z 的 二 维 傅立叶 变换 ， ,ks 分 别 为 x,z 方向 的 空间 
波 数 , 再 将 (7.12.18) 式 中 的 时 间 仿 导数 用 二 阶 中 心 差分 近似 , 得 


ER+T = [2 Alank? + aoa tN)UR — Uri AtlaLs + 044 Krk Us (7.12.19) 
Ur 一 划一 和 (ad4 醒 十 as 后] ~ UR-l + Af2(ag + oga) lek UR 
邻 
Bi 一 At2{a1k? 十 44 大 2 
名 = At?{a3 十 aat) ks ke (7.12.20) 
名 = Mt (tak? + asak?) 


网 (7.12.19) 可 写成 


Utl 2 一 向 一 1 Ba 0 Us 
UE 1 0 0 0 | | Ur- 
= 7.12.21 
Uk+1 dd 0 2-6 -1 UE 人 ) 
UE 0 0 1 0 | J Us-! 
为 使 格式 计算 稳定 , 须 使 增长 矩阵 
2 一 和 一 1 多 
1 
= 9 9 9 (7.12.22) 
名 0 2- 入 一 ! 
0 0 1 0 
的 特征 值 不 大 于 1, 于 是 由 |G ~ XT| = 0 解 得 
GA = [Lo A260 oA A- — MI (7.12.23) 
从 而 
X22 一 和 >1 且 A@Q- 抽 -和 >1 {7.12.24) 
成 立 , 或 
A 人 2 一 外 一 说 < 1 且 AM2- 和 页 一 心 二 1 (7.12.25) 
成 立 , 由 此 分 别 解 得 
的 入 4 日 志和 (7.12.26) 
也 肝 ; 2 
和 莹 一 -一 一 一 HH Aig—— 7.12.2 
VOaaks 十 cask2 WV ok2 + oaak? ( 7) 


根据 采样 定理 , 波 数 和 ,as 的 最 大 值 为 元 , 正 , 因此 稳定 性 条 件 为 


At max (于 + ， /所 ) < 之 main (Ax, Az) (7.12.28) 
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87.12.3 三 维 弹性 波 方 程 


设 ze 本 ,介质 由 拉 梅 (Lame) 系数 XMz) 和 p(z) 及 密度 p(xw) 撕 述 , 若 a(z)， 
B(w) 分 别 是 纵波 和 模 波 的 波 数 , 则 


X(z) = plzjlatzj2 — 287(w)], p(w) = p(w)B (2 (7.12.29) 


三 维 速度 应 力 形式 的 弹性 波 方程 是 基于 3 个 速度 分 量 ui(z, 和 6 个 独立 的 应 力 张 
量 oij(z,t) 的 9 个 方程 构成 的 一 阶 微分 方程 组 (i,j = 1,2,3) 


人 ai 站 Re dime (Tt) 
(人 一) 站 十 一 (7.12.30) 
Boij(w,t) Buk (wt) Bust) Oui(w,t), mf lw,t) 
一 -一 一 一 一 一 9; 一 一 一 一 2 一 2 .12. 
人 和 [Zz) Orr | A(m)l Or 十 Hr: ] Ot (7 12 31) 
或 

Dur Dayzr ory Hoy: . Oe Drzy om, 
Duy _ ou oo ue yz 0 Omyy dmyy 
可 bw Ds + -By 二 | 十 Be) [fre + 5 十 一 
Bu _ Posy so. go Omsy ome, 
Qozs _ 2 Du Oma 

Bi tp t at 
Boy pe ne Der dm, 

Bi 一 (十 2 一 + 处 蔚 Bt 
Bazs (+ 2 2 Ne uy ms 
Bory (es Dur re, 

+ 
Dore _ (ou Owz\ 站 ra 

Bt Dz Hr Dt 
有 aux Ouy Bu:\ Oms, 

Hm 0 Oy ot 


其 中 pz) = 1/p(Zz), fi 是 力 源 , m8 和 m3, 是 力 息 源 张 景 ma 的 对 称 和 反对 称 部 分 ， 
即 


mnt) = 3 me — mse mse = Tm) + mle, 
为 源 天 (z,4) 可 用 来 表示 无 方向 的 点 源 , 描述 内 爆 或 外 爆 的 傅 况 , 可 罕 成 
户 (, 站 一 如 (仆人 全 — qs) 
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其 中 w(t) 是 震源 子 波 , di 是 单位 向 量 的 分 量 , 表示 力 源 被 应 用 的 方向 , gw。 是 点 源 的 
位 置 . 力 笔 源 可 用 来 描述 力 偶 , 力 招 矩 等 , 点 力矩 可 写成 


ml t) = 一 如 (站 GE 人 一 十) 


其 中 ds; 是 二 阶 张 量 , 表示 点 力矩 被 应 用 的 方向 
边界 条 件 是 法 向 应 力 分 量 在 表面 9 上 满足 


oi (Pn;(s) = bt, t) 


其 中 nj(z) 是 3 的 外 法 向 的 分 量 , t;(z,t) 面 应 力 分 量 . 
选择 3D 空间 网 格 : 
Ti= Ar 1=1,2...,1 
w= 0 DAy, j=1,2...,J 
站 一 优 一 TaAz 天 一 12.… ,到 
白 一 人 一 1At [=1,2-...,L 


其 中 Ar Ay, Az, At 分 别 是 x,y,zt 方向 的 步 长 . 对 方程 离散 时 , 对 不 同 的 量 在 不 同 
的 网 格 点 上 取 值 . 对 正 应力 在 网 格 点 上 上 取 值 


Orz (Ti, Vj; Es ti) 全 Trzli, j,k, 中 
Tyy (Ti, Vis Zh: tr) 全 Guy (i, 7 n) (7.12.32) 
Tzz{ ti Yj ks tr) 全 Tz, 万 起 ， 用 


对 前 应 力 在 空间 半 网 格 点 上 取 值 , 即 
AT Ay .1 .1 
人 Try (m+ 3 人 } 4) 0 s(t 
各 总 . 1 
Uy (ey 十 下 十 字 . 可 全 Uyx (83 十 F' 丰 + 
Ar Fa . 1 
rz (= 十 9 Vi Zk 十 学 4) 全 人 rz (i+ B17 十 
对 速度 分 量 在 空间 半 网 烙 点 和 时 间 半 网 格 点 上 取 值 
AT At' ~ . 1. 1 
Ur (= 十 EA 十 学) 三 Hr (: 十 本 十 3) 
Ay ALYN a .1 1 
Uy (s+ 3 ,2 在 十 > ) so (下 


点 = A 
u (2 Yi 2 十 一 一 3 + 全) CN +3) 
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对 时 间 一 阶 导 数 取 二 阶 精 度 的 中 心 差 分 格式 , 对 空间 一 阶 导 数 采 用 四 阶 精度 的 差分 


格式 , 如 
2 fi-2 — Sfi-i + Sfit1 — fi+2 十 Oht) 


12h 
则 速度 分 量 wz 0 六 可 写成 
Uzrli 十 1 十 7) 
= zt 十 ME 3) 


十 B(E 十 二 人 [close + 1, jk, — orrti, j,k, 1)) 
talon 十 2， 让 oati—l1 中 站 


. 1 ， 工 
十 p(G 十 2 le (ory(i + 5 了 十 了 ,天 ,站 一 gog 性 十 可 一 下) 
. 1 . 3 ， 1 3 
en 十 2 士 3? kl) 一 oryli 2317 一 51) 
. 1 1 ,， 1. 1 
tb 十 3 De [ci (cael 十 可 了 十 和 pl ;站 Orz(i 十 可 ,中 本) 
. 1 , 3 1 3 
+czalowz (i 21 上 十 pe. rz 十 本 省 六 一 到 
1 
tet 3 elt 5k ) 


1 
十 b(t 十 二 2 [ei(mga(i+ Lj) ~ mer(i, j,k, D)) 
+c2tm 人 m3 {i — 1,7,%, 70)) 


9G 二 主语 守 [ar(meyG + 十 坟 一 mG 光一) 
teo(ms (Et B17+ Dhl) me (i i 了 
Ho 站 一 mr $1 0) 
上 ea(mss 人 十 本 大 二 了 站 一 ms 人 十 二 下 (7.12.33) 
uy 的 差分 方程 为 

uv 人, 了 十 5 kl 5) 

= wyli, jt hl 2) 
tO + Sh) [ert oolit 5311+ Dk) — Tur (一 5 j+3 ,Ek, {1)) 
toa(ove ltt Bi + Fk) — oli ~ 3 + 5k) 


.1 At ， ， ， 
二 B(%, 十 3 Kk) [el ovy (i, + 1,k,d) — oyyli, 7, k, 2)) 
Tealoyy{i i 42, kD) — oyyli,j — 1,k, 1t)) 


36 ， 
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..， 1 1 
十 中 了 + 让 -fe1 (oy 了 + 下 十 7 一 Tyz li 十 了 :此 一 3:0) 
1 3 
aol ks 3D) i j++ 了 让 一 23:0)] 
1 1 
十 站 (了 十 可 KAtfyti, 十 7 大， 有 
1 ,At »。, 1.1 ,1 
十 让 十 可 A {myali + 5: 十 ph 天 ;站 ae pi 二 :大 ， )) 
3 1 
+c2(miz (+ 十 可 了 + 方 'k， 上 一 myzli— 3 :了 二 本 nl 
At a a 
十 Pi 士 lms 十 1 k, 4) je kd) 
tc movi i + 2, kd) — me (i — 1,k, td)) 
pt ;1 A 1 1 加 1 
十 (和 了 十 可 下) 六 ‘or (mg, (oj + 3 十 3) 
a 3 a Ei 3 
+catmpz (tj 十 了 二 ,一 pps (i + 可 , 思 友 一 21 1071] {7.12.34) 
us 的 差分 方程 为 
。 1 1 
zy 记 上 丰 十 3+ a) 
， 1 i 
一 az 人 用 发 十 六 一 可 | 
， 1, At .， 1. .， 1 
WI Aas 2 Caz (i — Dk 了 
2 2 2 
3 
+c2(ozz(i+ 3 ,站 一 0 Dt ,站 
“1 ,1 1 
十 Ba 太 在 十 二 out J + 二 D? ; 丰 十 3 1) Toyli, i 3: 十 5 0) 
3. 1 
tlt ,十 二 2 Towlij 51h 二))] 


+h{i, j,k 十 工 
十 cfgzz(a j,k 二 2,7) — 


1 
十 B(i, 全 克 十 3 


3 1 
et 2 下 一 的 


+b(i, j,k 


3) 


十 2 外 


to (gsi DE 十 1,D) — or j,k,1)) 


ozs(i, j,k 


. 1 1 
+b(i, j,k 十 2)Atfs(b kt 二 ,4) 


) [ems + 


YY 
+3 3 


+b(i, 3j,E 


十 可 De 


tml 十 1 :4) 一 


,中 一 


,放大 十 了 二 下 一 rm 人 一 了 让 
一 二 

Fh) mt ) 
kl ,5 


me 


-1,0) 


j] 


me (i, j,k, 1)) 
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十 c2tmazzk 人 ， 2 nD) 一 me 站 站 一 下 六] 
十 加 人 7 天 十 二 7)Atf(i, hh —,1) (7.12.35) 
正 应 力 zzz 的 差分 方程 为 
Gozfz; 9， 中 .十 1) 
一 Ore li, 让 此 ， i) 
， ， 和 At ， 1 
+[XCi, 0 as [ci(uz 公 十 二 hh i+ 3) ~ ueli— 天 i+ =) 
十 cafez 仔 十 二 5 1 十 坪 Df i hh 十 二 7)) 
1 1 
十 入 (人 ae 了 十 工 7 ;此 ,十 2) 一 tt， 了 一 Dbl 3) 
号 1 
+c2( tyte, 5+ 5 ,下 十 7) — (全 了 一 3' K+ 1)) 
， 1 1 1 1 
A 有 [er(us(i hk Fi 3) ~ sli hk i+ 3)) 
， 号 1 、. 3 1 
+cotts(i, 7,k 十 可 十 了 | ust, j,k 一 pi 十 3)) 
| (7.12.36) 
vyy 的 差分 方程 为 
Cyy lz 7, ,t+ 1) 
= oy ls, 3, Kk, 1) 
， ， ] . .1 1 
+[A(Ci, ,kK) + 2pti, j,k 人 [owlij + 5 hl+ 3) ~ wy(i 一 3:kyl+ 5)) 
. ,3 3 1 
十 cafaiyft2 了 十 三 ;下 了 十 3) j 了 一 二 ,起 ,1 十 二) 
2 1 2 
1 1 
十 A(i, jk (uali+ 5 i 二 + 三 3) uz(i 3517 ,+ a)) 
全 
ot hh 1+ Sik i+ 2) 
二 Ai ,Ae (uli jl 1 fi 1 1+ Ly 
7: 1 也 二 3 5 PE 3 zis 3’ 3 
3 1 
ea(ue (i E+ +) 一 如 全 用 二 二 
Hrs tl ) — mayli, jk, (7.12.37) 
Taz 的 差分 方程 为 
Gzz ti, ,k,l+1) 
一 Gazx (全 7, E, 1) 
At 1 1 ， ， 1 1 
十 [AGi, 才 吉 ) 十 pi RJ le (wi, j,k 十 了 十 3) 一 4z (2 记名 一 可 ,十 3)) 
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3 ,3,1 
2 中 十 3) mt 区 


1 . 1 
+X(i, 7 月 证 [elwali+ 3 5+ 站) - usali — 51 k,l + 3)) 


3 , 3 1 
tt 3h 
.1 1 
二 和 (2, WAI (hi+ 3 ,天 4 一 uy(bj — 5 lt+ 3)) 
.3 ， 1 
totus (b+ Dbl ti) — yl 71h 3) 
+[ms,s i,j, kt + 1) — mssli, jk, ) (7.12.38) 


前 应 力 分 其 0 的 差分 方程 为 


1 1 
ryli + 317+ 3 ,二 1) 
1 1 
= ony(i + 57 + 5:h 1) 
. 1 1 At 
二 (i 十 二 b+ NA ot 3 ,天 于 十 二 2) — oo ,天 十 3) 
. .1 . . 
2 
lrlpat 1. 1 1 1 


1 1 
a 5) — uy(i + 3 一 1, 十 5 


1 1 
7 十 元!j 十 对 ， 


1 
mzyli+ 3 jt ;十 于 mel 5 5 


k,l) (7.12.39) 


0zz 的 差分 方程 为 


1 
六 1 
二 ,RE 二 了 


1 
5'K, 0) 


1 ,At 
3" A 


1 
+c2{2z(i 十 2， j+3 ,区 ， ;十 ;) zl | | 二 ,天 二 二] 
2 2 


1 

2 

1 

2 
1 

十 此 人 二 二 本 ,了 十 


Gaz 们 十 
= gzz 习 十 


1 .1 1 
le ;十 与 3) — we + 二) 


“Ai 1 
ke lt 3 5 十 了 


5 人 bp 
十 cfuzti 十 二 57 ,下 十 2 十 二 5) walit hh 11+ 3) 


1 1 1 1 
二 ;下 十 本 十 到 一 Wri 1D 十 
二 AGE 十 了 十 Lit 3) 一 ta 性 十 可 条 下 十] 


s+:. ,1 
Ts 十 广 


2 ; {7.12.40) 


,1 1 
GD elt 
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cvz 的 差分 方程 为 
sz 人 十 + ,天 十 二 


i . 1 
可 ,本 十 5:k,) 


= Oyz(i 5 


1 1 ,tt 1 1 1 
= a i Ea E 二 ;了 1, mi 3 3 i 
tit jt a As le (+ 5 了 十 1 二 本) 一 walitL Fj, + 3)) 


1 1 1 1 
37 了 一 1 : 克 十 名 


tealualit 3 2 
. 1 . 1 1 1 
tet i+ sl 39 ;下 十 1 了 十 志 3) — wli+ 3 5 广大 十 5)) 
1 
+cafas 人 十 5 3) — ylit 3 zh) 
1 
mn 十 了 十 一 + 太 ， (7.12.41) 


由 (7 了.12.33) 一 (7.12.41) 式 即 可 显 式 求解 速度 向 量 和 应 力 张 量 , 最 后 , 可 输出 二 分 量 速 
度 记 录 , 也 可 由 


1 1 
一 3 人 (到 一 一 了 leaale 十 go2l wm,t) + caalw, +)] 


输出 声 压 记录 . 


练习 
1. 对 一 维 波动 方程 分 = 3. 令 p = 内, 4 = 器 , 将 其 化 成 一 阶 双 曲 型 方程 


组 


on 

一 二 (81 十 97 1) 
AT At 

人 1 一作 
2AY A 


wa 


(2) 
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证 明 这 两 种 格式 的 稳定 性 条 件 均 为 短 < 1. 
2. 写 出 二 维 问题 


的 Lax-Friedrichs 差分 格式 , 并 分 析 稳 定性 . 
3. 用 迎风 格式 和 Lax-Wendroff 格式 近似 无 粘 Burger 方程 的 初 边 值 问题 


2 
这 + 六 (3 1=0 
2,， 7X0 


ux,0) = 四 = 和 0 


uu(—2,t) = 2, ul(2, = 1 
4. 求 差分 格式 : 


4R 
Ut = wl ~ 区 十 于 (ea — 7 2) 


近似 方程 
Ou 十 a 0 
Br 
的 精度 , 并 证 明 该 格式 是 稳定 的 . 其 中 R= a 全 t， 69w? = ws 一 wy 
5. 证 明 差 分 格式 


RR: 


i 1 
+1 22D 


J 


4 2 2 ,7 BR? ,1 多 到 
人 


是 对 方程 疾 +a 侧 = 0 的 OAP2)+O(Az4) 阶 近似 ,并 求 稳定 性 条 件 . 其 中 到 


Onan un Fj Ea i 
$0 HL br 


6. 确定 下 列 近似 方程 络 + a 名 = 0 的 差分 格式 的 精度 和 稳定 性 条 件 
(1) 


ut = — Rouy 


(2) 
1 n—1l Dt Re 2 #0 
Ta 二 1 一 Th 3 
ut = — ROSu? + i 一 0 
(4) 2 1 
ut? = "2 (1 B62) (Zu _ EE 十 23 1) 


,At 2 un 入 如 性。 全 性 元 
其 中 R= Li x 6 一 His1 一 20 十 到 和 1 dy 一 iF1 Wj 
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7. 方程 
Du Du D2u 


满足 初始 条 件 


Ou 
uly=0 = 本 =7, Og&TEl 


如 图 7.13 所 示 , 给 定 初 始点 P(0.4,0), @(0.5,0), W10.6,0}, 用 特征 线 方法 计算 及 和 3 
点 处 的 值 . 


图 ?7.13 初始 线 与 特征 线 示 意图 


3. 方程 Ou du 2 
Bzz + (1 27) FB + (zz -Da 二 
满足 初始 条 件 wlyo = z， 各 l-。 = 1,0 芯 z 所 1 如 图 上 7.13, 仍 取 上 题 中 初始 
点 已 @,W, 计算 吾 点 和 5 点 处 的 值 . 
9. 证 明 
(1} Lax-Friedrichs 格式 (7.1.8) 的 修 详 偏 徽 分 方程 为 


0 


下 Du ah D2 h2 Bu 
0 C712.42) 
(2) 哇 跳 格式 (7.1.12) 的 修正 方程 为 
du 全 h2 
(3} 中 心 差分 格式 (7.1.4) 的 修正 方程 为 
du D h2 2 Ou 
0= 守 +a ~ 四) (7.12.44) 


第 八 章 ”流体 力学 方程 


首先 介绍 流体 力学 的 基本 控制 方程 , 然后 介绍 一 些 典型 的 差分 格式 . 这 些 内 容 
可 作为 进一步 深入 学 习 的 基础 . 


§8.1 流体 动力 学 的 控制 方程 


流体 动力 学 的 控制 方程 可 通过 动量 守恒 ,牛顿 第 二 定律 和 能 量 守恒 来 导出 , 分 
别 得 到 连续 性 方程 , 动量 方程 和 能 量 方程 . 具体 推导 可 参考 文献 如 [22-23] 、 [28-29 等 ， 

1 粘性 小 方 程 (Navier-Stokes 方程 

当 流 体 的 输 运 有 阐 擦 , 热传导 和 (或 ) 物质 扩散 现象 时 , 流动 具有 粘性 , 这 种 输 
运 是 耗 散 的 , 流动 的 箭 总 是 增加 . 描述 如 下 : 


(1) 连续 方程 
非 守恒 形式 万 
32+ov.Y=0 (8.1.1) 
守恒 形式 D 
tvV(pV)=0 (8.1.2) 
{2) 动量 方程 
非 守 恒 形 式 
Du 到 ,Ts + + +pf (8.1.3) 


FD dr dr By ds 


Dy Bp Try Tyy Tzy 
Pr = Bor! By Be th (8,1.4) 
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-343 . 


Daw dp Trg Taz Ty 
Pt Bz Br Dy T Be tpls 


守恒 形式 
pu yp ep 
ot f 8 dr dy dz A 
OP pv) Ty pf 
Dt 请 一 By dr Oy ds Py 
站 Pu Op Trz Tyz Ty 
tv (tatot ot? 

(3) 能 合 方 程 
非 守 恒 形式 


D V2 ， 昌 oT 加 TT 如 dT 
A AA A 
dup Bunp wp 上 有 Tar + DuTys 
Ox Hy dz Or Oy 


DaiTar DaToy 四 DT 


Dz Dr Oy 
OvuTzy DTrz Com wT 
Ta 1 6 1 Oy To 1 pf 


(8.1.5) 


【8.1.61 


(8.1.7) 


(8.1.8) 


(8.1.9) 


站 TV .07 0 -了 
充 (e+) tv b(t) Y=-m+ 攻 + 高 


dT pip Pop wp porev 


1 1 


Quryr OurTsr 上 UVTzry 上 OvTyy 


Oy Hz Dr Dy 
BuTsy Bf BaoTr Orys 
+ dz Ox Dy Oz tofV 


(8.1.10) 


上 式 中 , 其 中 § 是 每 单位 质量 体积 的 热 增 加 的 速率 , y 是 分 子 粘性 系数 , 和 是 第 二 粘 
性 系数 , 并 且 假 定 》 = -外 we 是 每 单位 质量 的 由 于 分 子 随机 运动 所 致 的 内 能 , 了 是 
外 力 , Y = 妈 十 好 十 tp 是 流 场 速度 , mi 是 应 力 , p 是 密度 , p 是 压力 , 和 ,和 ,人 分 别 
是 z,y,z 方向 的 热 通 量 , 根据 热传导 定律 , 由 于 热传导 所 引起 的 热 通 量 正比 于 局 部 


温度 梯度 , 即 jp jf 
de = -Fa 二 te = 一 下 二 一 
其 中 K 是 导热 系数 , 7 是 绝对 温度 , 大 表示 


Dt a dr Oy Oz 


(8.1.11) 


(8,1.12) 
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2, 无 粘性 流 方程 (Euier 方程 ) 
无 粘性 , 就 是 耗 散 , 精 性 和 物质 扩散 和 热传导 可 以 忽略 , 由 上 面 的 方程 去 掉 涉及 
摩擦 及 热传导 项 即 可 得 三 维 可 压 无 粘性 流 方程 . 描述 如 下 : 


(1) 连续 方程 
非 守恒 形式 
DP vv (8.1.13) 
Di 
守恒 形式 
2 +Y.{pV)=0 (8.1.14) 
{2) 动量 方程 
非 守恒 形式 了 
-2 
pH pr + Pfs (8.1.15) 
Dy_ pp 
PE By pfy (8,1.16) 
Dw _ Bp 
PT 一 一 天 t+ pf (8.1.17) 
守恒 形式 3 3 
pa p 
Yu) = + pfs (8.1.18) 
0 Op 
+ (puv) 一 -B+ ply (8.1.19) 
bpw |. -名 
Br + Vp = Be +t Pi: (8.1.20) 
(3) 能 量 方程 
非 守 恒 形 式 
oD pV up Bop wp 
Pr (e+)=0- 御 -人 吐 - 名 +pfv {8.1.21) 
守恒 形式 
站 Ve? VN| ,up aop wp 
元 | (et 3; )| + VY- E G] -gr 二 pf TY (8.1.22) 
注意 ; 


1. 对 于 动量 和 能 量 方程 , 守恒 和 非 守恒 的 差别 是 方程 的 左边 , 方程 右边 一 样 , 守 
便 形 式 的 方程 在 左边 含有 某 一 个 量 的 散 度 形式 , 由 于 这 个 原因 , 守恒 形式 的 控制 方 
程 有 时 也 称 为 散 度 形式 的 控制 方程 . 


始 ,1 流体 动力 学 的 控制 方程 - 345 . 


2, 方程 中 的 应 力 是 速度 梯度 的 函数 .Newton 流体 假定 流体 中 的 应 力 正 比 于 应 变 
的 时 间 变 化 律 , 即 速度 梯度 , 实际 上 , 所 有 的 实际 空气 动力 学 问题 , 都 可 以 假定 流体 
是 Newton 流体 , 这 时 有 如 下 关系 式 (Stokes,1845) 


z= 和 MV +p 叶 (81.23) ， 
Tyy = MV -V+ 2 (8.1.24) 
Tz = A(V .WI+ op (8.1.25} 
1 eh ( 实 + 本 (8.1.26) 
Taz = Tar 一 以 ( 守 十 总 ) (8.1.27) 
rs Th ( 芝 十 总 ) (8.1.28) 


3. 上 面 N.S. 方程 或 Euler 方程 中 , 有 五 个 方程 (一 个 连续 方程 , 三 个 动量 方程 和 
一 个 能 其 方程 ), 6 个 未 知 变量 : pp, ww we. 在 空气 动力 学 中 , 假定 是 理想 气体 (分 
子 内 力 忽略 ), 对 理想 气体 , 状态 方程 是 


Pp= pRT {8.1.29) 
其 中 中 = 831J.K .Moi-l 是 气体 常数 , 7 是 温度 , 再 根据 内 能 公式 
e = elp,T) (8.1.30) 
对 理想 气体 , 有 


已 一 CT (8.1.31) 


其 中 cv 是 定 体 比热容 . 
4. 守恒 形式 的 可 以 将 控制 方程 写成 简单 的 扼 阵 形式 
ar OF DG OH 


本 二 下 二 + Hr 一 中 (8.1.32) 


其 中 5 为 解 向 重 , J 为 源 项 , 了 ,局 , 吉 为 通 量 函数 . 读者 自己 写 出 具 休 表达 式 . 对 于 
定常 流 , 方程 (8.1.32) 可 写成 


oF dG oH 
eb (8.1.33) 


其 中 下 成 为 解 向 量 . 
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流体 力学 的 方程 组 的 类 型 经 常 是 不 定 的 . 如 二 维 定常 不 可 压 Buler 方程 组 


(8.1.34) 


是 一 个 一 阶 拟 线性 侦 微 分 方程 组 , 它 的 特征 行列 式 的 特征 根 是 3 和 土 i, 即 有 实 根 
和 虚 根 , 方程 既 不 是 双 曲 型 的 也 不 是 椭圆 型 的 , 类 型 不 定 . 


88.2 二 维 非 定常 可 下 粘性 流 方程 


”假定 没有 体力 及 绝热 , 则 二 维 非 守 恒 形式 的 非 定常 可 于 粘性 流 方程 为 


a Bu 六 


p 


--( 吧 Be 


POu pau 
per poy 


) 


(8.2.1) 
(8.2.2) 
{8.2.3) 


(8.2.4) 


在 低速 时 , 该 方程 组 对 时 间 是 抛物 型 方程 , 在 任 一 时 刻 则 为 椭 回 型 方程 ; 在 高 速 时 ， 


对 时 间接 近 双 曲 型 方程 . 在 给 定 初 边 值 条 件 , 问题 是 适 定 的 混合 问题 . 


88.2.1 Lax-Wendrof 格式 


Lax-Wendrof 方法 通过 对 时 间作 Taylor 展开 来 求 得 下 一 时 间 层 土 变量 的 值 . 
用 (i, 上 表示 (zx,Y,t) 处 的 网 格 点 . 对 PU, 甘于 时 间 的 Taylor 展开 为 ( 取 


前 三 项 ) 


pe = py+ 


le So Fle Sle 


Pi 
六 .十 
Pk 
I 
从 
bE 
Sp, 
十 

A A A /~ 

7 

Tr 地 

E 


(8.2.5) 


(8.2.6) 


(8.2.7) 


(8.2.8) 
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在 方程 (8.2.5}~(8.2.81 中 , 出 现 p,w,v,e 的 时 间 一 阶 导 数 , 这 些 一 阶 导数 分 别 由 原 方 
程 (8.2.1)~{8.2.4) 对 空间 采用 中 心 差分 离散 得 到 , 即 


Op” _ kk Py 
Hj, fi SA i AT 
下 下 [9 下 
2 一 2 DD-:, 一 
十 pf A 1 十 让 4 :) (8.2.9) 
du . 二 DE + PDH; — Pe 1 
Dt 4 了 2AT “9 2Ay pe, PAT 
(8.2.10) 
Ov " i Ey 1 Lk 1 一 + 1 Pryt1— Pej 
(8.2.11} 
上 
Oe 二 nt Ci 十 人 一 1 二, ,9 十 1 Ci j—] 
Bt ;; ij 2A i 2Ay 
PY 1 — Wl 1 十 Pej 1 — pj (8 0 12) 
PE 2Ar pF 2Ay 


在 方程 (8.2.5)~(8.2.8) 中 的 二 阶 导数 项 , 也 由 方程 (8.2.1}~ (8.2:4) 分 别 对 上 微分 得 
到 , 例如 p 关于 上 的 二 阶 导数 , 为 


dp 如? -Ou Bp BpBu Pu ep Fp dp Ov 
5 PB BB Dt a ma Ht mt dy ‘213) 


在 方程 (8.2.13) 中 混合 导数 如 芝 和 化 可 由 (8.2.1)~(8.2.4) 式 对 空间 求 导数 得 到 , 例如 


Olu Bu fu pu Budo 18p 1 pOp 
BB "Bz t+ ( 矣 ) 4) 


k 
然后 对 (8.2.13) 和 (8.2.14) 分 别 用 中 心 差分 公式 近似 即 可 得 到 (2) 之 值 . 同 
理 对 {8.2.6)~(8.2. 8) 中 的 二 阶 导数 也 可 类 似 计算 ， 略 . 最 后 , 将 (8.2. 9)~(8. 2.12) 式 及 


(a8) 8 (人 1 (名 ) ， (器 ) 的 差分 近 估 起 代入 (3.2.5Jrvf8.2.8) 式 即 可 
得 Lax Wendrof 格式 “ 3 
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88.2.2 MacCormack 格式 


仍 很 定 流 场 在 上 时 刻 妇 时 间 层 上 已 知 , 则 (8.2.1)~(8.2.4) 的 MacCormack 格 
式 为 


Op 

R41 大 
Pij = tii (¥) At (8.2.15) 
tm, 
wh ( 久 ) A (8.2.17) 
ettl 一 ef) 十 2 ) At (8.2.18) 


Ou dv De l 
其 中 (B) ， ( 寺 ") () 和 (¥) 分 别 表 示 相 应 的 量 在 上 各 +1 时间 


层 上 的 平均 . 分 预测 和 校正 两 步 来 求 这 些 平均 值 . 
预测 步 根 据 原 方 程 (8.2,1}~(8.2.4) 对 空间 导数 采用 向 前 差分 公式 , 即 


ge) > kW ut Phy Py 
Bi Fi AZ i A 
上 上 
VE jt VE kg Piji+l Pry 
人 .2. 
+pt 和 I + Ui AY | (8.2.19) 
(中 id UL UE | 5 1 Piri — PE 
一 : 十 本 一 = 十 一 -一 一 一 一 【8.2.20 
(2 -be A 
($$) 1 一 上 证 中 十 了 D3 1 是 了 十 工 pe; 
-一 十 也 + 8.2,2] 
($$) 49 Ay pt, \ 】 
上 
() est Hy jk tl Ci 
(号 Ay 
二 天 本 
Ti 一 
上 ul 1 uk 十 一生 mk 本 Wij (8.2.22 
E AT pi} Ay 
然后 由 下 式 算得 预测 值 
_ ， 2 
Bti—pt +{) At (8.2.23) 
ot i 
DuN* 
zt 全) 和 4 (8.2.24) 
二 


上 
ertl = et,+ ( 完 ) At (8.2.25) 
3 
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校 小 步 由 预测 值 重新 计算 下 一 阶 导数 其 ， 即将 B11， 可 #1， 瑟 六 和 可? 分 别 代 
蔡 (8.2.19)~ (8.2.22) 式 中 的 ph yw jw; 和 时) 由 此 算得 


(的 .让 的 (的 
(如 ) -3 ey (2 | (8.2.27) 
(的 -人 (人 
的 


再 分 别 代 人 (8.2.15)~(8.2.18) 式 中 算出 友 十 1 时 间 层 上 的 流 场 . 

Lax-Wendroff 格式 和 MacCormack 方法 都 是 二 阶 精度 的 显 格式 , 但 后 者 不 用 求 
二 阶 导数 , 更 简单 . 这 是 种 格式 都 不 适合 用 来 米 解 椭圆 型 问题 , 不 过 , 非 定常 Navier- 
Stokes 方程 是 抛物 增 和 椭圆 型 的 混合 , 都 可 用 这 两 种 格式 来 求解 . 


(8.2.26) 


(8.2.28) 


88.3 二 维 非 定常 不 可 压 粘 性 流 


由 不 可 压 Navier-Stokes 方程 描述 的 不 可 压 粘 性 流 表 现 出 椭 列 型 和 扫 物 型 的 混 
合 特 性 . 压力 校正 方法 SIMPLE{Semi-Implicit Method for Pressure-linked Equations) 
由 Patankar 和 Spalding{1972) 提出 , 实质 是 一 种 在 交错 网 格 上 计算 压力 的 预测 校正 
方法 . 邻 密度 p 为 常数 , 则 守恒 形式 为 


ep 2ov - 

ar to (8.3.1) 
Bou DBpiz DBDpt Of du df uy Ap 

mH ar dy Br\ Br By ov) Br (8.3.2) 


Opv Opuv Ops? Of dv df du Op ， 
Ot + Hr Dy Ox (i dy (nF) ~ (8.3.3) 
压力 校正 法 是 一 个 选 代 的 方法 , 选 代 过 程 如 下 : 
1. 给 定 不 力 场 的 初始 猜测 p*, 根据 动量 方程 , 由 p* 求 得 速度 分 量 w* ,0*. 
2. 由 连续 方程 , 建立 初始 猜测 太 力 场 的 校正 量 p , 求 出 p 加 到 初始 猜测 p" 上 ， 
即 
p=p"+p (8.3.4) 


相应 地 由 p 算出 速度 场 u* 和 wv*, 校正 u 和 ,并 计算 


本 二 (8B.3.5) 


. 350 - 第 八 章 流体 力学 方程 


3. 将 p, u,v 作为 新 的 猜测 , 重复 前 面 的 步骤 , 直至 速度 场 满足 连续 方程 . 

下 面 建立 相应 的 差分 格式 . 对 连续 方程 (8.3.1) 是 在 交错 网 格 上 建立 差分 格式 . 
如 图 8.1, 压力 是 在 实心 点 网 烙 上 建立 差分 格式 , 速度 是 在 空间 点 网 格 上 建立 差分 格 
式 , 即 压力 和 速度 在 不 同 的 网 格 点 上 计算 . 在 (i,7 点 对 方程 (8.3.1) 建立 相应 的 中 心 


差分 格式 
Ki 和 一 《di POF (PHI# 
A 十 a 二 性 


在 (i+ 去 8) 处 对 方程 (8.3.2) 建立 时 间 向 前 , 空间 中 心 的 差分 格式 


(8.3.6) 


加 A 
Cp — (Pu)B a, + AAE — Rx (Pir — Pies) (8.3.7) 


其 中 


nn nn 


2% 衬 nL 一 
(pu 二 (pu ) 3 二 (pu) ,41 ds 
2Ax 2Ay 


夺 = (3.3.8) 
. frr a i 
Hi ls (wp 由 上 (3 加 te 37) 
A 
- 2 -一 下 ™ 了 下 一 网 
A 


类 似 地 , 对 方程 (8.3.3) 在 (i,j 十 到 ) 处 建立 时 间 向 前 空间 的 差分 格式 


(8.3.9) 


n nn 和 
(or) nin 一 CPU 和 + BAt— Ay Phit! 一 piy) (8.3,10) 


其 中 


加 一 全 Zn nn 


A Vi 14 上 (8.3,11) 
工 
Hejl (Uy 一 Hi 一 人 
A 
在 迁 代 开始 时 , 令 p = p*, 代入 方程 (8.3.7) 和 (8.3.10) 分 别 计算 (usjp+l 和 
Cu* yt, 妈 


下 TL 十 1 站 TE 中 At 再 有 本 到 
Ci) 有 AR (8.3.12) 


WT 订 和 TL 中 At 本 四 
(pv ) = (pv 有 十 召 At 一 2 ist1 ~ (Pp ja (8.3.13) 
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fi172 


{a} 


图 8.1 差分 格式 的 网 格 两 点 


定义 P = 了 一 2( 其 他 量 类 似 ), 由 (8.3.7) 减 去 (8.3.12), 得 

(ou = pe tA 于 [生生 和 (3.1 
同 理 , 由 (8.3.10) 减 去 (8.3.13), 得 

(py = pt BA lp Yn WE)] (6315) 


由 (8.3.14) 和 (8.3.15) 式 即 可 求 得 (pu 大 和 (p )*,, 3, 为 简化 起 见 , 作 近 似 . 当 解 


收 敦 时 ,p 一 0, w 一 0, 一 0. 在 方程 (8.3.14) 和 (8.3.15) 中 分 别 令 4',B', (own 
和 (pw )" 为 零 (Patankar,1980), 则 得 到 一 种 较为 简单 的 计算 校正 量 的 格式 


性 At 三 “也 
{pu 4 一 一 Ji 一 也 J 【8.3.16) 
in 和 A "in "yh 
oo 人 一 名] (8.3.17) 
也 有 即 
i 十 1 和 At 二 | 
Je (8.3.18) 


At,, ， ， 
Co) 一 (Po 和 和 一 AylP Nst1 — (pH (8.3.19) 
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也 即 
Pi 十 Opi 1. 十 bpi_ 1, 十 CH; j+1 十 CPi ;1 二 避 二 浊 {8.3.21] 
其 中 
总 入 入 ， 让 
4 = 2 TF b= = A 
d= Evil it 一 (pu )s_ 3 十 高 [oo si+3 一 to) 


方程 (8.3.21) 即 是 压力 校正 公式 , 其 中 4 是 源 项 , 迁 代 开始 时 ,w+ 和 v* 不 满足 连续 
方程 ， 当 速度 场 收 钱 于 满足 连续 方程 的 场 时 ,4d = 0， 注意 (8.3.21) 式 是 通过 {8.3.14). 
利 (8.3.15) 中 的 4 ,号 ,(pu ) 和 (pw)? 为 零 而 得 到 的 ，(8.3.21) 式 是 -个 涉及 五 个 点 
的 格式 . 


(8.3.22) 


88.4 一 维 守恒 形式 方程 的 差分 格式 


考虑 标量 守恒 律 方程 py Bp 
性 
+ a =0 (8.4.1) 
其 守恒 差分 格式 的 一 般 形 式 是 
wt = — RS — S73) (8.4.2) 


其 中 R= 站 5. 首先 介绍 壤 fentropy) 或 卫 差分 格式 . 
定 光 8,4.1 差分 格 支 [8.4.2) 称 为 粮 或 电 档 式 , 如 果 
当 w 所 时 时 ， Sj 
当世 i++1 wj 时 ， jj 
计 意 条 件 (8.4. 和 0 要 对 [wy,wy41] 中 的 所 有 4 值 都 满足 ， 若 已 是 凸 的 , 则 条 
件 (8.4.4) 将 满足 . E 格式 有 一 个 好 的 性 质 , 就 是 当 其 收 伍 , 其 收 伍 解 是 (8.4,1) 的 


弱 解 而 且 也 是 无 类 性 解 . 
例 1 方程 (8.4.1) 的 FTFS 格式 


3 (8.4.3) 


SS Fla), 叶 二 [uy, uz+1] 
洋 


1 > Fu), weE [ur uyl 


1 Ea 
w= RE (8.4.4) 


是 也 格式 , 其 中 R= A 
解 ”由 该 格式 知 
Ds = Ft = Flu) 
由 于 格式 要 满足 CFL 条 件 , 故 有 一 1 < RF' 0. 从 而 Fr < 0. 因此 下 是 减 函 数 . 于 
是 当 4; < wjtri 时 


Sy, 2 一 下 (和 1 Plu), 型 后 [ee Wi41] 
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当 wri < wi 时 
Slut1) = Flusti) 2 FW), tw € [ur uy 
因此 , FTFS 格式 是 E 格式. 
定 关 3.4.2 差分 格式 
ut = Qu 1 he) (8.4.5) 
称 为 单调 的 , 如 果 函 数 @ 关于 其 自 变 量 是 一 个 单调 增加 区 数 . 
例 2 近似 方程 
-一 =0 (8.4.6) 
的 FTBS 格式 


nl 9 一 型 7 nu 
二 


TH 
是 一 个 单调 格式 , 其 中 忆 = 信 ， 
解 由 


up) = oR — w= -aut tl aR) 


得 


oq _ DQ 
Bu 一 aRn, Bu 二 raR 
因此 当 aR 将 0 或 1 一 aR 之 0 时, FTBS 格式 是 单调 的 . 由 于 该 格式 的 稳定 性 条 忻 
是 0 < aR gl 因此, 当 0<aR<1 了 时, FTBS 格式 是 单调 的 . 
例 3 方程 (8.4.6) 的 Lax-Wendroff 格式 


2 12 
Tl1 na nh TL oi n Te 7 
Wi Cu 1 十 (ui — 2u? + vi.) 


不 是 单调 格式 . 其 中 R= 站. 


证 明 由 
El 了 总 加 四 Re BR? 本 . 

{uF 1 Uy+41) 二 uu 一 (+1 一 uy 1) 十 or 一 2 十 1] 

如 下 a2R? , a2 瑟 2 aRf 
= ( 符 十 2 ) Uj_1 十 {1 一 oR)u? 十 (到 一 汉 也 并 
得 

0 RR 282 2 p2 

人 = 一 “ 3 98 -1 _ ozR2 De oR oR 

Dur 1 2 2 Du? ea 1 2 2 
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格式 的 单调 性 要 求 


2 p2 
+ 六 0 字 aR==0 或 aR>0 或 aR 一 1l 


laR0= laRg-l 


>0>aR=0 或 aR>1 或 aR<0 (8.4.7) 
仅 当 aR=0 或 aR = 二 土 1 上 面 二 式 同 时 成 并 . 由 于 Lax-Wendro 企 格式 的 稳定 性 条 件 
为 lal 呈 所 1, 所 以 不 存在 单调 性 的 区 域 , 我 们 说 Lax-Wendroff 格式 不 是 单调 的 ， 
例 4 考虑 字 恒 方程 (8.4.1) 的 Lax-Friedrichs 格式 


TI R 
wt 一 3 (3-1 十 4941) 一 可 (1 — Pi.1) 


的 单调 性 ， 
解 由 
QU 3) 
得 
D0 1 1 af 全 
Bu = 3+ sir (7 1) 
80 
Br" 
80 1 1,,, 
du? 2 a 人 


由 于 Lax-Wendroff 格式 的 CFL 条 件 是 jBIR < 1, 因此 1 土 RF (wh41) > 0 因 
此 Lax-Wendroff 格式 是 一 个 单调 格式 . 
定义 8.4.3 一 个 差分 格式 称 为 总 变 差 减少 (TVD) 格式 , 如 果 该 格式 的 解 对 所 
有 的 兄 冯 0 都 有 
TY{w tt & TV(w") (8.4.8) 
其 中 TV(w) 为 网 格 函 数 的 总 变 差 , 定义 为 


二 eo 十 3 


了 fu) 一 2, [5+ uy| = 2, [uj+t 一 ww (8.4.9) 
例 5 一 维 波动 方程 3 
tasr =0 (a>0) 


的 FTBS 格式 


和 1 jn nu 
2 二 (一 


88.4 一 难 守 恒 形 式 方 程 的 闺 分 格式 .355 - 


是 一 个 TVD 格式 . 其 中 
证 明 注意 格式 的 稳定 性 条 件 是 0 < oR 所 1. 又 


十 2 
TV(u"+1) = > [ET 
j=— om 
十 2 
= -aR (uy 一 t 1 


了 = 一 oo 


十 2 
2 (i aR) + +aRu?_il (8.4.10) 


十 总 
< (1 -aR) 和 Bu +taR 2 [St il 
j= 


| 


| 二 = TV[u™) 
j=—a0 


其 中 于 和 始 分 别 为 一 阶 前 差 和 后 差 算 子 . 因此 , FTBS 格式 是 一 个 TVD 格式 . 


定 光 8.4.4 一 个 差分 格式 称 为 本 性 无 振荡 [ENO) 格式 , 如 果 对 所 有 的 Th 宕 0 
和 其 个 2 都 有 
了 Tant+T & TV (au) + OlAx?) (8.4.11) 


定 多 8.4.5 形 如 


Ba (8.4.12) 


i 
的 差分 格式 称 为 增 量 {incremental) 型 或 工 型 格式 , 其 中 CC 和 D? ， 
及 其 相 邻 的 值 . 


假定 有 一 个 增 量 型 格式 , 则 该 格式 可 以 写成 守恒 形式 , 对 应 的 数值 通 量 函数 可 
以 写成 


他 十 1 nn Li 二 —_ Dr 


依赖 于 好 


” On 1 9 性 


男 一 方面 ， 着 给 定 - 个 关 分 析 式 的 数 信 通 量 本 数 5, 则 可 以 写成 增 量 型 格式 , 其 中 C 
和 号 为 


Sn 1 — Flur) 
nh 站 十 亏 2 
C3 = HT (8.4.14) 
全” — Flur |) 
mn 十 二 了 十 二 
了 
下 面 给 出 一 个 TVD 格式 的 充分 条 件 . 
命题 8.4.1 考虑 形 如 (8.4.16) 的 了 型 禾 式 即 
ntl __ ,nn nn [0 
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i 20, Dry DC TD ss <0 (8.4.17) 


则 该 格式 是 一 个 TWD 褚 式 . 
| 证 明 注意 到 关系 式 


一 ， 旺 + 一 
5 


| 由 了 型 格式 (8.4.16) 式 计算 网 格 函 数 uw 的 总 变 益 ， 即 


1 


TY (w+!) 
Ey +a.3+1 AS 十 型 十 fr 十 状 7 好 十 f nn ~ 
] = (= leu? + or (CR OF) 6 (DY 36 3)| 

十 oo 

二 之 上 二 CC CH 好 一 Dirade ut + Dy_36= 9| 
和 二 cc 
十 ca 

A + CR 3 i 一 CP yor 1 — Di 和 了 一 1| 

< 之 Cr 10+ lt 0 + ba Dr ,stu 


= hl It 冯 (1— Cy DPN + 六 pr, lot, 1| 


十 6 
一 2 15 | 一 py 


即 当 条 件 (8.4.17) 满足 时 , 7 型 格式 (8.4.16) 是 一 个 TVD 格式 ， 


口 
例 6 近 修 
似 方 程 au Bu ， ， 
二 “Br ' 07 
的 FTFS 格式 
wrt 一 了 一 oR 一 9) 一 2 加 2 wy 

是 一 个 TVD 格式 , 其 中 R= 

证 ”因为 

CC 和 一 一 0 及， DD 十 去 一 小 


于 是 由 条 件 {8.4.26) 可 知 , 当 -1 < aR < 0 时 , 该 格式 是 一 个 TVD 格式 . 该 格式 的 
稳定 性 条 件 也 为 一 1 < aR < 人 0. 
命题 8.4.2 满足 条 件 


Rl(S®, — FP) + (5%, 3 — Fp)| < own) 


了 十 专 
的 守恒 玉 格式 是 TVD 格式 ， 


§8.4 一 维 守 恒 形式 方程 的 整 分 格式 , 357 . 


证 明 考虑 守恒 的 E 格式 (8.4.2)， 可 将 该 E 格式 写成 了 型 格式 , 其 中 C ， 
和 Dy 分 别 由 (8.4.15) 和 (8.4.15) 式 给 出 , 即 


nn ™ S® 1 Co Plu? 
On S74 Fu?) nn 二 _ 呈 了 可 十 去 ( D401) 
-L111 ~ 1 一 一 rr 
了 十 如 uy : 了 二 ga 


若 好 < xy, 因 是 妃 格 式 , 是 
3 < Fo 一 Cn >0 
SP (ae Do >0 
同时 , 若 ur,， < 好, 有 
CA RE ， >0 


交 因 为 
Ce £7 人 +12 — irl 
at DR 
On Fr On — Fn 
j++42 J j 十 圭 2 j++1 
= 五 re a (8.4,18) 
故 满足 条 件 (3.4.26), 是 TVD 格式 , 命题 得 证 . 
命题 8.4.3 线性 TVD 差分 格式 至 多 是 一 阶 精 度 . 
证 明 考虑 如 下 形式 的 差分 格式 
u = > qiu (8.4.19) 
不 一 一 引 
和 和 函数 
| ik<0 
Wi 二 
[ok>0 
于 是 
TV(u") =1 
十 ee 十 oo Pp Dn 
TV(e = ze》 | 》 ooturs|= |aj| 
一 一 的 了 一 一 oo | 一 一 j= 一 豆 


差分 格式 (8.4.30) 相 容 的 条 件 是 
十 如 
》， 并 上 一 1 


此 一 一 昌 
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因此 者 对 某 a,ax < 0, 则 


? 
TV 一 larl > 1= TV(u") 
k= 
该 格式 不 是 TVD 榨 式 , 因此 , 对 所 有 一 gq < 之 jp, 必 有 ax > 0. 该 格式 是 单调 的 , 而 
单调 守恒 格式 是 TVD 格式 , 矛盾 ， 
下 面 介绍 另 -种 单调 二 格式 即 Godunov 格式 ，Godunov 格式 是 用 分 片 线 性 常 
数 函 数 来 近似 初始 条 件 , 然后 在 小 的 时 间 间 隔 上 求解 局 部 Riemann 问题 . 设 wz 是 
守恒 方程 
Du 本 QF(u) 
Dt OI 
的 数值 解 , 其 中 初始 条 件 是 


=0, zeER, t>0 (8.4.20) 


uz0)= flr} reR (8.4.21) 
现 用 uy 来 定义 一 个 分 片 线性 画 数 az,t 


WU 并 
vee) = { 人 (8.4.22) 
Wi 安 Tj 


然后 以 x,tn) 为 初始 数据 , 精确 求解 如 下 的 局 部 Riemann 问题 
Du 四 QF[E) 


于 Br =0 六 可 [8.4.23) 
_ U1 开明 1 
ot) (8.4.24) 
Hy 


以 得 到 tt.41 的 tw,t) 值 . 由 于 初始 数据 是 分 片 常数 , 因此 , 该 局 部 Riemann 癌 
题 在 一 个 短 时 间 内 可 以 精确 求解 . 在 得 到 上 tt 区 间 上 得 精确 值 后 , 定义 近似 解 
了 一 a5 fi 于 (x, tat1)de (8.4.25) 
rs 
然后 再 由 w?+! 定义 新 得 分 片 常数 函数 zm+1(x,t,, 1). 一 直 重 复 该 过 程 . 
实际 上 ,单元 积分 (8.4.25) 不 用 具体 计算 , 可 以 基于 守恒 的 积分 形式 来 得 到 un+ 
对 (8.4.23) 在 区 ;_3,zj4 43] 上 关于 xz 积分 , 在 [i;,tnn] 上 甘于 + 积分 , 得 到 


/ tan) Uw, ti ds + 1 [Playst) ~ Fue 3, dt = 0 (8.4.26) 
i ty 


上 式 两 端 乘 以 地 ,利用 (8.4.25), 可 将 (8.4.26) 化 为 


1 tit1 _ 
x) Ft Flitz ,at (8.4.27) 
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定义 数值 通 量 函数 es 
CA 上 Falesb)dt (8.4.28) 


则 (8.4.27) 可 写成 
SY 


un 一 uy RIS: | 


3 二 二 


这 就 是 Godunov 格式 , 其 中 RR = 站 注意 Godunov 格式 (8.4.29) 是 守 便 略 式 . 


【8.4.29) 


88.5 商 分 辨 率 格 式 


本 节 推 导 标 量 守 恒 格 式 的 高 分 辨 率 格式 . 高 分 辨 率 格式 通常 都 是 二 阶 精度 (或 
更 商 阶 精度 ), 无 振荡 , 能 够 精确 求解 解 中 的 不 连续 性 , 从 前 面 的 讨论 知道 , 高 分 辨 率 
格式 一 定 是 一 个 非 线性 格式 . 下 面 介绍 两 类 高 分 辨 率 格式 的 算法 , 即 通 量 限制 器 法 ， 
-斜率 限制 器 法 . 


88.5.1 通 量 狐 制 器 法 


该 方法 依据 前 面 格式 的 数值 通 量 函 数 来 定义 新 格式 的 数值 通 量 函数 .特别 地 ， 
将 格式 的 数值 通 量 函数 写成 


O74 一 Lil + 6 [Hi 加 工 7 (8.5.1) 


或 
5 和 一 了 一 址 一 oH 了 和 (8.5.2) 
其 中 志和 五 分 别 是 低 阶 格式 和 高 阶 格式 的 数值 通 量 两 数 , 系数 g? 待定 . 基本 思想 
是 新 格式 中 的 数值 道 量 一 数 有 低 阶 格式 光滑 的 性 质 , 且 有 可 能 具有 高 阶 格式 的 精度 . 
因此 , 在 解 的 光 疹 部 分 将 时 定义 成 1, 这 时 , 3% 3 HH; 而 在 解 的 不 连续 或 梯度 
大 的 部 分 , 将 好 定义 成 0, 这 时 ,5% 区 
为 简单 起 网 , 考虑 线性 双 曲 型 方程 


责 +opr 一 0 2>0 (8.5.3) 
求解 该 方程 的 Lax_Wendroff 格式 的 数值 通 量 是 数 是 
57 3 = qu + all — aR)stus (8.5.4) 
该 格式 可 以 写成 
SL4+iH (8.5.5) 
其 中 


Ly 一 ou (8.5.6) 


‘360 . 第 八 章 流体 力学 方程 


1 
H?, 1 = QU? 十 ootl -aR uy (8.5.7) 


了 二 二 
易 知 ，(8.5.6) 式 L* ， 即 是 一 阶 精 度 左 偏心 (FTBS) 格式 的 数值 通 基 参数 ，(8.5.7) 


式 召 # 3 即 是 Lax-Wendro 和 格式 的 数值 通 量 函 数 . 为 构造 高 分 辩 率 格式 , 现 将 (8.5.6) 
式 替换 成 


Sn = D+ 和 (HD 3) 
= r+ tal — aR)stau? (8.5.8) 
也 数 87 称 为 通 最 限制 器 , 选 为 非 负 以 保持 反 扩散 通 量 的 符号 . 一 个 常用 方法 取 蝶 = 
ggy), 其 中 9 定义 为 


—A 
mn 


7 针 ur 


用 来 度量 解 的 光滑 程度 , 称 为 光滑 参数 ， 当 解 好 变化 不 大 时 , 好 接近 1. 考虑 的 差 
分 格式 为 (8.5.8) 式 , 得 到 


(8.5.9) 


位 
了 了 
n 


4 1 Ty 1 
1 
+5aRtl 一 4B)? 区 


i—1 
= ahdru? — FaR(l oR) (p76tu’) (8.5.10) 
在 (8.5.10) 式 中 , $ 的 不 同 选 择 将 得 到 不 同 的 差分 格式 , $ = 0 即 为 左 偏心 (FTBS) 


格式 , 5 = 1 即 为 Lax-Wendroff 格式 , $ = 0 则 可 得 Beam-Warming 格式 . 
下 向 讨论 如 何 选 择 $. 将 (8.5.10) 式 改 写成 1 型 格式 


ntl ~ yn ! 2 1 nr 一 
wR Rl RG oR RG | 8,5.11) 
To 
于 是 
Ci 一 D (8.5.12) 
nn i Tn 1 本 
了 Dj- 二 一 4 如 一 了 (LE 一 2 有 的 -1 二 54RL — aR)g 下 (8.5.13) 
由 命题 8.4.1 知 , 当 (8.5.13) 式 满足 
Og D? «1 (8.5.14) 
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于 是 
Cr =0 (8.5,12) 
1 1 2 
DY 3 =aR- 50R(l aR)g + 30R(l ~ oR)g) Ea (8.5.13) 
让 命题 8.4.1 知 , 当 (8.5.13) 式 满足 
[i Dy 1 (8.5.14} 
时 , 格式 (8.5.11) 即 为 TVD 格式 . 将 (8.5.13) 式 改 写成 
Diy =aR— jaRO —aR)g(or 1)+ ed an) 2 ) (8.5.15) 
On 
=aR— SaR( —aR) |#(07 1) 一 1 (8.5.16) 
若 6 满足 
[S20 | <2 (8.5.17) 
J 


出 (8.2.15) 趟 满足 (注意 CFL 条 件 赣 求 0 < aR 11. 

当 8 < 0 时, 不 等 式 (8.5.17) 可 用 来 选择 限制 器 撩 数 p, 男 外 要 求 $ 非 负 , 并 假 
定 # 介 = 0. 可 以 证 明 , 若 6 洪 足 
$0) 

有 

则 {8.5.17) 式 满 足 , 从 而 是 TVD 格式 . 由 (8.5.18) 所 确定 的 图 形 如 图 8.1 中 的 阴影 部 
分 所 示 . 显然 有 很 多 函数 可 以 落 在 阴影 区 域 中 , 下 面 的 命题 给 出 了 差分 格式 (8.5.10) 
的 - 般 性 质 . 


0 < &2, Od) 2 (8.5.18) 


$=20 


图 8.2 候 制 器 函数 示意 图 


命题 8.5.1 (1) 假如 通 量 限 制 琐 数 有 界 , 则 差分 格式 (8.5.10) 与 方程 (8.2.3} 相 
客 , (2) 车 bl) 一 1, 且 而 在 日 =1 处 Lipsehite 连续 , 则 差分 格式 (8.5.10) 具有 二 阶 
精度 . 
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由 该 命题 可 知 , 二 阶 精度 格式 的 限制 病 $ 经 过 点 (1,1). 例如 Lax-Wendrof 格 
式 的 由 一 1 和 Beam Warming 格式 的 4 个 = 8 都 经 过 (1,1), 所 以 都 具有 二 阶 精度 ， 
但 他 们 不 完全 包含 在 图 8.1 的 阴影 区 域 中 , 故 不 是 TVD 格式 , 下 面 是 一 些 典 型 的 限 
制 器 的 选择 . 

(1) Superbee 限制 器 


相助 = max{0, min[l, 20), miniO, 2]} 


(2) Van Lee 限制 占 
全 十 8 


(0) 1 十 人 | 


(3) CG-O 跟 制 器 
$0) = 40, min[B, w)}, 1 PE2 


(4) BW-_LW 限制 加 
0) = max{0, min[8, 1]1} 


图 8.3 四 种 限制 器 函数 5 的 示意 图 


8a.6 守恒 形式 方程 的 失 通 量 分 裂 法 


易 知 , 解 x,tn41) 可 表示 


+ 363 ， 
a 四 up + or ts — aAt— 7 1) T_T 
u(r tant1) = oT ~ at) | ur + on(r — aAt— 2)) oj ST pi 
(8,5.21) 
于 是 wa+a 可 近似 为 
tl 一 1 和 上 
人 人 u(r — ota 
1 了 + 二 十 9 
= f U1 or lt — At— 7; 1)]d% 
人 
1 i 名 机 
十 和 / [wi or — oat — zi)lar (8.5.22) 
" tt 
经 积分 计算 得 
人 一直 一 已 且 Ja 一 全 — 2R)Arir oF (8.5.23) 
藻 取 0 一 全 即 为 ac Wendroff 格式 .为 了 获得 TVD 格式 ,必须 对 他 率 作 
限制 , 因此 称 为 斜率 限制 器 方法 ,一 个 简单 的 斜率 限制 吕 是 
oF 一 A min mod(6t uy ,67 wr) {8.5.24) 
其 中 min mod 耳 数 定义 为 
a 当 |a| < 刘 且 65 > 0 时 
minmodla, bd) = 9b 当 思 > 加 且 a5 > 0 时 [8.5.251 
0 当 ab 专 0 时 


88.6 守恒 形式 方程 的 矢 通 量 分 裂 法 
守恒 形式 的 Navjer-Stokes 方程 由 {8.1.321 给 出 , 即 


OU 十 dF +. dG aF 
Bt Br Oy 


Bz 


(8.6.1) 
其 中 UF,G, 吾 和 J 了 是 关于 通 量 变量 的 列 向 量 . 通 量 向 量 FF,G,H 可 表示 为 U 的 
3 一 和 一 U 


1 ? 未 
函数 下 = 天, G = G{UY) 和 百 = HH(U), 由 于 这 些 关系 通常 为 非 线 忻 孙 数 , 因此 
方程 (8.6.1) 是 非 线性 的 . (8.6.1) 可 以 写成 


0U oF OU dG OU DH OU 
ot dU dx 


BO or 


(8.6.2) 
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Di 86 OF ， 4 ， 
其 中 元 ?， 元 7， 志 7 分 别称 为 通 量 向 量 F,G 和 五 的 Jacobi 行列 式 矩阵 . 记 
_aF saG 3 
三 BI’ B= 7 Cs 7 (8.6.3) 


则 (8.6.1) 式 可 写成 
+47r TCD 了 (8.6.4) 


该 方程 是 U 的 线性 形式 , 是 -个 拟 线性 方程 , 方程 的 性 质 由 Jacobi 矩阵 4, B,C 的 
特征 表示 . 对 没有 体力 的 一 维 非 定常 无 粘性 流 , 守恒 形式 的 方程 为 


30 3F 1 


Bt 十 Br (8.6.5) 
其 中 

[i 
UU= | pu {8.6.6) 

pE 

pu 
F=| pu+p (8.6.7) 

puE 十 pe 


这 里 巨 表示 每 单位 质量 的 总 能 量 , 即 马 = e+ 巧 . 
对 理想 气体 , 定 体 比 热 容 = R/(Y 一 De=coT, 刀 =8.31J. 攻 -1.mol-l 为 气 
体 常数 , 7 为 温度 ; 状态 方程 为 p = pRT, 于 是 


p= (DT -0 pT = (91)pe (8.6.8) 
由 这 些 关系 式 , 可 导出 非 定常 一 维 流 拟 线性 守 伍 形式 的 方程, 为 
一 -+4c -0 (8.6.9) 
其 中 可 即 (8.6.6) 式 , Jacobi 矩阵 4 为 


0 1 0 
2 
人 = (7Y 一 3) 委 (3 — ~ 了 一 (8.6.10) 
(FY — lu 一 Tt 杏 -3(y ~ 1)z22 + 7 要 全 


矩阵 4 有 三 个 互 不 相同 的 实 特征 值 , 分 别 为 wua+ cu -~ oc 其 中 为 音速 , 故 方程 组 
是 双 曲 型 的 . Jacobi 矩阵 的 特征 值 给 出 了 场 流动 或 传播 的 方向 . 

1979 年 Steger 和 Qarming 提出 的 矢 通 量 分 裂 法 , 是 一 种 求解 守恒 型 双 曲 型 方 
程 组 的 方法 , 现 仍 以 一 维 守恒 型 的 双 曲 型 方程 式 组 {8.6.5) 为 例 说 明 . 考虑 与 (8.6.5) 


$8.6 守恒 形式 方程 的 笑 通 最 分 现 法 , 365 . 


对 应 的 氢 成 性 方程 组 (8.6.9), 因 Jacobi 和 矩阵 4 即 (8.6.10) 有 三 个 互 不 相同 的 特征 值 
即 A1 一 UL， A 一 型 十 C, A 二 新 一 率 ， 所 以 方程 组 (8.6.9) 是 双 曲 型 的 ， 从 而 存在 卸 阵 PF, 
使 矩阵 4 对 角 化, 对 角 和 矩阵 的 元 素 为 特征 值 , 即 有 


A 0 0 
P-iAP=A=|0 A 0 {8.6.11) 
0 0 A 
定义 
入 必 0 0 0 心 
A+ 一 |0 wre 0|, At~=|lo 0 0 (8.6.12) 
0 习 0 D ue 
及 
网 + = PAtP !, A -= PA-P-! (8.8.13) 


由 {8.6.7) 式 知 , 尖 通 量 ED 是 UV 的 一 阶 齐 次 函数 , 4 是 下 的 Jacobi 矩阵 , 故 在 下 
和 Fr 之 间 有 关系 
F= AU (8.6.14) 


从 而 可 将 矢 通 量 F 分 成 两 部 分 
F=Ft+F- (8.6.15) 


其 中 Ft+ 与 气 阵 4 的 正 特征 值 相 联 系 , F- 与 4 的 负 特 征 值 相 联系 , 实际 由 (8.6.14) 
式 可 知 
Ft Att = PAtP-1U 
F-=A U= PA-P- 
从 而 方程 组 (8.6.5) 可 写成 


0 ,07 OF -0 8.6.17 
Bar | Br (8.6.17) 


(8.6.16) 


矢 通 量 分 裂 格式 要 求 : 相应 于 F+, 通 量 沿 正 z 向 从 左 向 右 传播 , 空间 导数 号 
用 向 后 差分 格式 近似 ; 相应 于 FF-, 通 量 沿 负 xz 向 从 右 向 左 传播 , 空间 导数 8 用 
向 前 差分 格式 近似 . 因此 , 矢 通 量 差分 格式 是 一 类 迎风 格式 . 下 面 给 出 几 种 矢 通 量 差 
分 格式 . 

1. 显 式 格式 


Uo A RD) Ri) (FN 
时 T A 


A (8.6.18) 


. 366 . 第 八 章 流体 力学 方程 


这 是 一 个 时 间 和 空间 均 为 一 阶 精度 的 格式 , 稳定 性 条 件 是 | 二 | 急 < 1. 其 中 对 分 
别 表示 对 角 乍 阵 A+ 和 A- 的 对 角 元 . 

2. MacCormack 格式 

MacComack 是 空间 二 阶 精度 时 间 一 阶 精度 的 显 式 格式 , 分 两 步 完成 . 用 于 矢 通 
量 分 裂 梢 式 , 为 


(Fi )® ~ (FR) 
TT 


( Fit1)” (Fi 


FTft 十 1 。 nn 
Ut! = Ur — A A ) 


) 一 A 


_ At PFI- EF (Fi -FY 


Up (CD tOPD) -全 ( A 二 一 ) (8.6.201 
3. 隆 式 格式 
OAt 『(47 一 (4 (4 一 (4 1 
人 (| 
At i i é 1 
=--( 辣 和) (2 + 18.6.21) 


其 中 0.# 参数 , 用 来 控制 时 间 导 数 的 差分 精度 : 
一 才 ,= 0 梯形 公式 , 时 间 二 阶 精 度 . 
8 一 1 =0 时 间 用 两 点 的 向 前 差分 , 时 间 一 阶 糖 度 . 
91, €= 才 时 间 用 三 点 向 后 差分 , 时 间 二 阶 精度 . 
若 对 空间 一 阶 导数 采用 三 点 来 近似 , 则 (8.6.21) 式 为 
1 A (i ) 
é 
二 


其 中 中 和 天 为 空间 一 阶 导数 的 三 点 二 阶 精度 差分 算 子 


一 一 AD [8.6.221 


3F 一 4 一 1 + Fi-2 
2Ax ， 


一 3 +4Fr t+ Fit2 
2Ax 

式 (8.6.21) 与 式 (8.6.22) 均 可 用 近似 因子 分 解 的 方法 求解 , 例如 对 (8,6.22) 作 近 似 因 

子 分 解 , 为 


OF; = 65 Fj = (8.6.23) 


At GAt » 
bes (A 】 本 (AF )” 了 
— At 一 十 1 剖 和 去 一 工 
- ( 产 ) BE )" + (EP) + eA (8.6.24) 
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分 三 步 求解 该 式 


At + mh At 一 二 1 十 一 人 位 所 nn—l 
ty] + TAD 


1l+é 7 
OAt 十 — 也 中 
加 Te (A7) | AUy = AU 
Ut = Ur +AU? (8.6.25) 


用 式 (8.6.22) 求解 时 ,需要 解 一 个 以 3 x 3 块 矩 阵 为 元 的 二 对 角 和 矩阵, 而 式 (8.6.25) 
则 是 求解 以 3 块 矩阵 为 元 的 上 二 角 或 下 三 角 和 矩阵 
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